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Ëåêöèß 1.
¾Çàíßòèß ñîâñåì îáùèìè ïîëóôèëîñîôñêèìè ðàçìûøëåíèßìè ó ìåíß ñàìîãî
çàíßëè áîëüøå âðåìåíè è ýíåðãèè, ÷åì, ìîæåò áûòü, êàæåòñß èçäàëè. Â òàêîé
âûðàáîòêå ñîâñåì îáùèõ âçãëßäîâ èòîã óñèëèé çàêëþ÷àåòñß íå â ôîðìóëè-
ðîâêå òî÷íî ôèêñèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ, à â îáùåé ïåðåñòðîéêå ñîáñòâåííîãî
ñîçíàíèß è ðàçìåùåíèß âñåãî â íàäëåæàùåé ïåðñïåêòèâå¿
À. Í. Êîëìîãîðîâ
¾Íàó÷íûé ìåòîä. . . - ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë, èíîãäà îáùèõ, èíîãäà ÷àñò-
íûõ, êîòîðûå ïîìîãàþò èññëåäîâàòåëþ â ïóòè â äæóíãëè ïîíà÷àëó ðàçðîç-
íåííûõ, ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó ôàêòîâ. Íàó÷íîå èññëåäîâàíèå  ýòî èñ-
êóññòâî, à ïðàâèëà â èñêóññòâå, åñëè îíè ñëèøêîì æåñòêèå, ïðèíîñßò áîëüøå
âðåäà, ÷åì ïîëüçû¿
Ä. Ï. Òîìñîí
1. Îáúåêòû, ßâëåíèß, ïðîöåññû â ïðèðîäå, íà êîòîðûå íàïðàâëåíî íàøå ìûøëå-
íèå èëè êàñàåòñß, áóäåì íàçûâàòü îäíèì ñëîâîì ¾îáúåêòû¿. Ãðîçà, âîäîïàä, ðîæäåíèå
÷åëîâåêà, ðàñïàä àòîìà, ëåâ, ýëåêòðîí  âñå ýòî îáúåêòû.
Ìû óìååì îòîæäåñòâëßòü è ðàçëè÷àòü îáúåêòû. Íî ýòî âûçâàíî îáúåêòèâíûìè îá-
ñòîßòåëüñòâàìè è ñóùíîñòíûìè ñâîéñòâàìè îáúåêòîâ (â ýòîì íåêèé òðàíñöåíäåíòàëèçì),
íàïðèìåð, óñòîé÷èâîñòüþ â áûòèè, ïîâòîðßåìîñòüþ.
Îáúåêò îáëàäàåò ôóíäàìåíòàëüíîé äâîéñòâåííîñòüþ: ïðåäìåòíîå áûòèå  èäåàëü-
íîå áûòèå. Ïðèìåð: äåíüãè. Èõ ïðåäìåòíîå áûòèå  áóìàæíàß êóïþðà èëè ìåòàëëè÷å-
ñêàß ìîíåòà. Èõ èäåàëüíîå áûòèå åñòü òà ðîëü, êàêóþ îíè èãðàþò â îðãàíèçàöèè æèçíè
îáùåñòâà, òîâàðîîáîðîòà.
Âïîñëåäñòâèè ìû ïðèâåäåì â ðàìêàõ ìàòåìàòèêè ôóíäàìåíòàëüíóþ äâîéñòâåí-
íîñòü ê ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äâîéñòâåííîñòè: ïðîñòðàíñòâî  âåëè÷èíà.
Ïðîñòðàíñòâî îáóñëîâëåíî âçàèìîðàñïîëîæåíèåì ðîäñòâåííûõ äàííîìó îáúåêòîâ. Âå-
ëè÷èíà ñâßçàíà ñ îïåðàòîðíîé ðîëüþ îáúåêòà, åãî îðãàíèçóþùåé ðîëüþ âî âíåøíåì
(èäåàëüíîì) áûòèè, õîòß áû â ðàìêàõ ðîäà.
Îòíîøåíèå îáúåêòà è ñóáúåêòà (ìûñëßùåãî ¾ß¿) õàðàêòåðèçóåòñß ÷åðåç ßçûê: ñëî-
âàìè, ïðåäëîæåíèßìè. Ïîñëåäíèå ôîðìèðóþò ïîíßòèå îá îáúåêòå. Ïîíßòèå ñëîâåñíî
õàðàêòåðèçóåò îáúåêò, ßâëßåòñß ñèìâîëîì è ïàñïîðòîì îáúåêòà è áîëåå èëè ìåíåå îäíî-
çíà÷íî âîçâðàùàåò íàñ ê ðåàëüíîñòè îáúåêòà.
Ïîíßòèå òðîéñòâåííî:
1. Îíî âûñòóïàåò êàê èìß, è ÷åðåç ýòî ïðåäñòàâëåíà ñèìâîëüíî öåëîñòíîñòü ïðåäëî-
æåíèß, åãî õàðàêòåðèçóþùåãî.
2. Îíî èìååò ðåàëüíûé íîñèòåëü (äåíîòàò), ñîçäàííûé â ïðèðîäå èëè èíòåëëåêòóàëü-
íîé æèçíè îáùåñòâà.
3. Îíî èìååò ñìûñë (êîíöåïò äåíîòàòà), âûçûâàþùèé â ÷àñòíîñòè ïðîöåññ åãî ïîíè-
ìàíèß.
Îáðàòèìñß ê èçâåñòíûì ñëîâàðßì.
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Ñëîâàðü ôèëîñîôñêèõ òåðìèíîâ. Ì. 2004 (ÌÃÓ ïîñâßùàåòñß)
¾ÎÁÚÅÊÒ  1) â îíòîëîãè÷åñêîì ñìûñëå ñàìîñòîßòåëüíûé öåíòð áûòèéíîé
àêòèâíîñòè; 2) â ãíîñåîëîãè÷åñêîì ñìûñëå  òî, íà ÷òî íàïðàâëåíà àêòèâíîñòü ñóáú-
åêòà. Îáúåêò ïðåäñòàâëßåò ñîáîé âûäåëåííûé, îòíîñèòåëüíî îáîñîáëåííûé ôðàãìåíò
ðåàëüíîñòè, ñàìîñòîßòåëüíî îðãàíèçóþùèé è ïîääåðæèâàþùèé ñåáß ïîñðåäñòâîì
èììàíåíòíûõ ìåõàíèçìîâ âîñïðîèçâîäñòâà (îíòîëîãè÷åñêàß òðàêòîâêà), ëèáî êîíñòðóè-
ðóåìûé ïîçíàþùèì ñóáúåêòîì â õîäå ïîçíàâàòåëüíîé äåßòåëüíîñòè¿
Ôèëîñîôñêèé ñëîâàðü. Ïåðåâîä ñ íåìåöêîãî. Ì. 2003.
¾ÏÎÍßÒÈÅ  ïðîñòåéøèé àêò ìûøëåíèß â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñóæäåíèþ è óìî-
çàêëþ÷åíèþ, êîòîðûå ñîñòîßò èç ïîíßòèé. Ïî Çèãâàðòó, ïîíßòèå åñòü ¾ïðåäñòàâëåíèå,
ñîäåðæàùåå â ñåáå òðåáîâàíèå ïîñòîßííîñòè, ñîâåðøåííîé îïðåäåëåííîñòè, âñåîáùåãî
ïðèçíàíèß, îäíîçíà÷íîãî ßçûêîâîãî âûðàæåíèß¿.
Êðîìå ñàìîãî àêòà ìûøëåíèß ïðè ðàññìîòðåíèè ïîíßòèß ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ñëå-
äóþùèå ìîìåíòû: ñîäåðæàíèå ìûøëåíèß (òî, ÷òî îòíîñèòñß ê ïîíßòèþ) è ïðåäìåò ïî-
íßòèß (íåçàâèñèìûé îò ìûøëåíèß îáúåêò), çàòåì  îáúåì ïîíßòèß (ñîâîêóïíîñòü âåùåé,
êîòîðûå îõâàòûâàþòñß äàííûì ïîíßòèåì) è ñîäåðæàíèå ïîíßòèß (ñîâîêóïíîñòü îáúåäè-
íåííûõ â íåì ïðèçíàêîâ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïðåäìåòîâ)¿.
Ìû ïðèâîäèì ýòè âûäåðæêè, ÷òîáû óñèëèòü âîñïðèßòèå ñêàçàííîãî íàìè. Åñòü
ðàçëè÷èß ìåæäó íàøèìè îïðåäåëåíèßìè è ïðèâåäåííûìè èç ñëîâàðåé, íî îòïðàâëßåìñß
ìû îò íàøèõ îïðåäåëåíèé.
Ê îïðåäåëåíèþ ïîíßòèß ñäåëàåì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèß.
1. Ñìûñë îïðåäåëßþùåãî ïðåäëîæåíèß íå îïðåäåëßåòñß ñìûñëàìè îòäåëüíûõ ñëîâ
òîëüêî. Åñòü ñìûñëîâàß öåëîñòíîñòü ñàìîãî ïðåäëîæåíèß. Ïðåäëîæåíèå ñàìî ôîð-
ìèðóåò ñìûñëû ñëîâ (èçìåíßåò, äîïîëíßåò èõ);
2. Ñ ýòèì ñâßçàíî, ÷òî ïîíßòèå íàõîäèòñß â ðàçâèòèè  â ¾ðåêå Ãåðàêëèòà¿ (¾Âñå
òå÷åò, âñå ìåíßåòñß. Íà âõîäßùåãî â âîäó íàáåãàþò âñå íîâûå âîäû. È ñìåðòíîé
ñóùíîñòè íåëüçß ïðèêîñíóòüñß äâàæäû¿, (ïåðåâîä Ïëåõàíîâà)). Äåßòåëüíîñòü ÷å-
ëîâåêà îáîãàùàåò ïîíßòèå âñå íîâûì ñîäåðæàíèåì. Íàãëßäíûé ïðèìåð  ïîíßòèå
÷èñëà. Âíà÷àëå ýòî ïîíßòèå îõâàòûâàëî òîëüêî êëàññ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, ïîòîì ïðîßâèëèñü ÷èñëà íóëü è îòðèöàòåëüíûå, ÷èñëà ðàöèîíàëüíûå, âåùå-
ñòâåííûå, êîìïëåêñíûå, íåñòàíäàðòíûå. ×èñëî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê êîä, êàê
ã¼äåëåâñêèé íîìåð öåëûõ òåîðèé è ò.ä.;
3. Ïðåäëîæåíèå, îïðåäåëßþùåå ïîíßòèå, äîñòàòî÷íî îïðåäåëåíî, ÷òîáû óäåðæèâàòü
äåíîòàò ïîíßòèß êàê öåíòð íàøåãî âíèìàíèß, óäåðæèâàòü îáúåêò êàê ¾îäíî¿. Íî â
òî æå âðåìß ëþáîå ïðåäëîæåíèå èìååò íåîáõîäèìóþ íåîïðåäåëåííîñòü, äîïóñêàþ-
ùóþ ðàçâèòèå ñîäåðæàíèß ïîíßòèß ¾âîâíå¿. Ôèêñèðóß îïðåäåëåííîå ïðåäëîæåíèå,
ìû îáðóáàåì ìíîãèå ñâßçè îáúåêòà ñ âíåøíèì, â èäåàëüíîì åãî áûòèè. ¾Íî êîíöû
ýòèõ ñâßçåé äîëæíû òîð÷àòü¿.
Ïðèâåäåì, êàê ïðèìåð, çàìå÷àòåëüíîå âûñêàçûâàíèå èçâåñòíîãî ìàòåìàòèêà è ìå-
õàíèêà Òðóñäåëëà î ñèëå: ¾Ìû íå çíàåì, ÷òî òàêîå ñèëà. Íî ìû çíàåì, ÷òî ìîæíî
ñ íåé äåëàòü¿.
Ýòî ïðßìîå óêàçàíèå íà îòíîñèòåëüíîñòü ïîíßòèß ¾ñèëà¿; ñî âðåìåíåì ìû óñòà-
íàâëèâàåì (â õîäå ýêñïåðèìåíòîâ, ïðàêòèêè) âñå íîâûå ôàêòû è çàêîíû ôèçèêè,
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êîòîðûå ìåíßþò ñîäåðæàíèå ïîíßòèß ¾ñèëà¿;
4. Ðàçâèòèå ïîíßòèß íåîáõîäèìî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èßì. ¾Âñßêàß èñòèíà  ýòî
åùå íå äîêàçàííàß ëîæü¿ (Ëåîíèä Àíäðååâ).
Ïðèìåð. Ðàçâèòèå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïðèâåëî ê âîçìîæíîñòè âûáîðà îäíîãî èç
äâóõ ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó àêñèîì: ïßòîãî ïîñòóëàòà î ïàðàëëåëüíûõ ëèíèßõ
èëè åãî îòðèöàíèß. Êàê ñëåäñòâèå ïîßâèëèñü íååâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.
Èäóò ïàðàëëåëüíî äâà ïðîöåññà: îáîãàùàåòñß ñîäåðæàíèå ïîíßòèß  ïî-íîâîìó
ôîðìèðóåòñß äåíîòàò, íîñèòåëü ïîíßòèß. Ñëåäñòâèå ðàçâèòèß ïîíßòèß  íåïîëíîòà
ïîíßòèß (¾ôèëîñîôñêèé¿ àíàëîã òåîðåìû Ã¼äåëß) è ïåðåñòðîéêà îòíîøåíèé ìåæäó
îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè ïîíßòèß, âêëþ÷àß çàìåíó íåêîòîðûõ ïîëîæåíèé íà ïðîòè-
âîïîëîæíûå.
Â ýâîëþöèè ïîíßòèß äîëæíû ñîõðàíßòüñß ïðååìñòâåííîñòü, íå îòðèöàíèå, ýêâèâà-
ëåíòíîå ðàçðóøåíèþ, à ïåðåñòðîéêà ñ ñîõðàíåíèåì ôóíäàìåíòà;
5. ¾Ãëóáîêîå èçó÷åíèå Èììàíåíòíîé Ðåàëüíîñòè ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî îí
ïîêîèòñß íà òðåõ ñòîëïàõ: íà ßçûêå, íà Ëîãèêå è íà Íàóêå¿
Àíòîíèíî Äçèêèíè. ¾Òâîð÷åñòâî â íàóêå¿ ÓÐÑÑ. Ìîñêâà  2001.
ßçûê  ýòî ïðåäìûøëåíèå, íåîáõîäèìàß ñðåäà ñóùåñòâîâàíèß ïîíßòèé. Òî÷íàß,
ñæàòàß, áëèçêàß ê ïîëíîòå ïåðåäà÷à ñóùíîñòè îïðåäåëåííîãî ïîíßòèß  ýòî îäíî èç
îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ê ßçûêó íàóêè. Èíîãäà íå ëîãè÷åñêèé ñòðîé ïðåäëîæåíèß, à
ìåòàôîðà òî÷íåå ïåðåäàåò ñìûñë ïîíßòèß. Êîíòåêñò, â êîòîðîì ïåðåäàåòñß, ðàçâèâàåòñß
ìåòàôîðè÷åñêîå ìûøëåíèå, ýòî ëèòåðàòóðà, ïîýçèß.
2. Ïðåäìåòîì áîëüøåé ÷àñòè íàøèõ ëåêöèé áóäåò ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëåíèå.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî íåò îòäåëåííîãî (¾â ÷èñòîì¿ âèäå) íè ìàòåìàòè÷åñêîãî, íè ôèëî-
ñîôñêîãî, íè êàêîãî-òî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ìûøëåíèß. Åñòü ïðîñòî ìûø-
ëåíèå  äåßòåëüíîñòü ñóáúåêòà, íàïðàâëåííàß íà îðãàíèçàöèþ ôàêòîâ, òàêóþ îðãàíè-
çàöèþ, êîòîðàß ïðîäóêòèâíà äëß äåéñòâèß. Íî íàïðàâëåííîå íà èçó÷åíèå îïðåäåëåííîé
îáëàñòè åñòåñòâîçíàíèß ìû ìîæåì õàðàêòåðèçîâàòü åãî ïî ýòîé íàïðàâëåííîñòè, êàê ìà-
òåìàòè÷åñêîå èëè èíîå ìûøëåíèå â ñèëó ñïåöèôè÷åñêèõ ôîðì ìûøëåíèß, âûçûâàåìûõ
îñîáåííîñòßìè áîëåå óçêîé îáëàñòè ðàçìûøëåíèé.
Â öåëîì æå ìûøëåíèå ïðîßâëßåò ñåáß êàê ñèëëîãèñòè÷åñêîå, äîêàçàòåëüíîå èëè
êàê àññîöèàòèâíîå, îáðàçíîå. Îñíîâó äîêàçàòåëüíûõ ðàññóæäåíèé îáðàçóþò ñèëëîãè-
ñòè÷åñêàß (êëàññè÷åñêàß) ëîãèêà, ñôîðìèðîâàâøàßñß óñèëèßìè îðàòîðîâ, ôèëîñîôîâ-
ìàòåìàòèêîâ, çàâåðøåííàß Àðèñòîòåëåì, èñïîëüçîâàííàß Åâêëèäîì. Èìåííî â Äðåâíåé
Ãðåöèè áûëà îñîçíàíà íåîáõîäèìîñòü ïðîâîäèòü ñâîè ðàññóæäåíèß â âèäå ñòðîãî âûäå-
ëåííûõ ôîðì óìîçàêëþ÷åíèß  ñèëëîãèçìîâ, îòïðàâëßßñü îò ìàêñèìàëüíî î÷åâèäíûõ
èñõîäíûõ ïîëîæåíèé  àêñèîì.
Îòìåòèì ôàêòîðû, îáóñëîâèâøèå âîçíèêíîâåíèå ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè (è íà-
óêè â öåëîì) èìåííî â Äðåâíåé Ãðåöèè:
1. Äð. Ãðåöèß íå áûëà åäèíûì ãîñóäàðñòâîì â áîëüøåå âðåìß ñâîåé æèçíè. Ïî êðàé-
íåé ìåðå äî À. Ìàêåäîíñêîãî Äð. Ãðåöèß ïðåäñòàâëßëà îáúåäèíåííûå îáùèì ïëå-
ìåííûì ïðîèñõîæäåíèåì, ßçûêîì, ãåîãðàôè÷åñêèì ïîëîæåíèåì ãîðîäà  ãîñóäàð-
ñòâà, ïîëèòè÷åñêè ñàìîñòîßòåëüíûå; ìíîãèå èç íèõ èìåëè â îñíîâíîì äåìîêðàòè-
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÷åñêîå óñòðîéñòâî, íî âî âñåõ áûëè âûáîðíûå äîëæíîñòè. Ïîëèòè÷åñêàß ñàìîñòî-
ßòåëüíîñòü è âûáîðíîñòü îáóñëîâèëè ñîðåâíîâàòåëüíîñòü: ëþäè ñòðåìèëèñü óòâåð-
äèòü ñâîé ãîðîä, êàê ëó÷øèé (íàïðèìåð, â ñïîðòå) èëè îáîñíîâàòü ñâîè êàíäèäà-
òóðû íà âûáîðàõ;
2. Îòíîñèòåëüíàß ýêîíîìè÷åñêàß ñâîáîäà ãðàæäàí (íå ðàáîâ!), ñâîáîäà (îòíîñèòåëü-
íàß) âûáîðà ïðîôåññèè;
3. Ãåîãðàôè÷åñêîå ïîëîæåíèå, îáøèðíûå òîðãîâûå è êóëüòóðíûå ñâßçè ñ âíåøíèì
ìèðîì;
4. ¾Íå óãíåòàþùàß¿ ðåëèãèß, îôîðìëåííàß êàê ìèôîëîãè÷åñêèå ñþæåòû, îòðàæàþ-
ùèå ñêîðåå ðåàëüíóþ èñòîðèþ ðàçâèòèß Ãðåöèè. Áîãè áûëè ñîòâîðåíû êàê ëþäè
(Ãîìåð), òîëüêî áåññìåðòíû. Ýòî íå ñòðîãî âñå ðåãëàìåíòèðóþùàß ðåëèãèß Âàâè-
ëîíà èëè Åãèïòà. Ðåëèãèß ãðåêîâ äëß ëþäåé îñòàâëßëà äîñòàòî÷íî ñâîáîäû, ÷òîáû
âîçíèêàëè âîïðîñû:
(a) ×òî ïåðâîíà÷àëüíî, ïåðâîîñíîâà âñåãî? (Íå áîãè)
(b) ×òî òàêîå èñòèíà, ÷òî äåëàåò èñòèííûìè íàøè ðàññóæäåíèß? (Íå ðåëèãèß)
Ïóòè ôèëîñîôèè è ìàòåìàòèêè íà÷àëèñü ñ Ôàëåñà è Ïèôàãîðà, ïóòè îñîçíàííîãî
ìûøëåíèß. Ñèëëîãèñòè÷åñêàß ëîãèêà (êëàññè÷åñêàß) îôîðìèëàñü áëàãîäàðß èõ ðàçìûø-
ëåíèßìè íàä ïåðâîîñíîâàìè, òðóäàì ñîôèñòîâ, äàâàâøèì óðîêè, ðàçâèâàâøèå èñêóññòâî
óáåæäàòü; áëàãîäàðß ïðèåìàì îðàòîðîâ íà íàðîäíûõ ñîáðàíèßõ, ñòðåìßùèõñß ñêëîíèòü
ìíåíèå òîëïû â îïðåäåëåííóþ ñòîðîíó. Ýòîò ïåðèîä ñòàíîâëåíèß êëàññè÷åñêîé ëîãèêè
çàâåðøèëñß îôîðìëåíèåì åå êàê íàóêè â òðóäàõ Àðèñòîòåëß, è ôóíäàìåíòàëüíûì åå
èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòèêîì Åâêëèäîì (è øêîëîé èì ïðåäñòàâëßåìîé).
Àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà, ñôîðìóëèðîâàííûå, íàïðèìåð, â ¾Íà÷àëàõ¿ Åâêëèäà
 ðåçóëüòàò ñõâàòûâàíèß îáùíîñòè â ðàçðîçíåííûõ àêòàõ ìûøëåíèß è àáñòðàãèðîâàíèß
îò ÷àñòíîñòåé îáñóæäàåìîãî. Êîëëåêòèâíàß ìûñëü Äðåâíèõ Ãðåêîâ óëîâèëà îáùåå â
÷àñòíîñòßõ.
Êëàññè÷åñêàß ëîãèêà âîçíèêëà íå áëàãîäàðß èñêëþ÷èòåëüíî ÷èñòîìó ñîçåðöàíèþ
îáëàñòè ìûøëåíèß (â òàêîì ñëó÷àå îíà ñêîðåå âîçíèêëà áû ó èíäèéöåâ-éîãîâ), à áëà-
ãîäàðß ïðàêòèêå. Â îñíîâàíèè ñâîåì ñèëëîãèçìû îòðàæàþò íå ôèãóðû ìûøëåíèß, à
ïðîñòåéøèå ôèçè÷åñêèå çàêîíû. ×åëîâåê, ìîæíî ñêàçàòü, ýêñïåðèìåíòàëüíî øåë ê àá-
ñòðàêòíîé ôîðìå  ôèãóðå óìîçàêëþ÷åíèß. Íàáëþäàß: åñëè ßâëåíèå À âûçûâàåò ßâëåíèå
Â, à çà ßâëåíèåì Â ñëåäóåò ßâëåíèå Ñ, òî âñåãäà ïîñëå À ïîñëåäóåò Â. Åñëè ðûê èçäà-
åòñß òèãðîì, è çà ñïèíîé ðàçäàëñß ðûê, òî íàäî ñïàñàòüñß (èáî çà ñïèíîé òèãð). Íå÷òî
ïîäîáíîå, ìíîãîêðàòíî ïîâòîðßþùååñß áûëî ¾ïðàìàòåðèåé¿ ñèëëîãèçìîâ.
Åùå îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Åñëè êàêóþ-òî îáëàñòü ìûøëåíèß (ñõâà÷åííóþ êàê
ïîíßòèå!) ìû ôîðìàëèçóåì, òî íèêàêàß ôîðìàëèçàöèß íå åñòü ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå
ýòîé îáëàñòè!
Åñëè ¾ïëåìß¿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ôîðìàëèçîâàëîñü â àêñèîìàõ Ïåàíî, òî åñòü åùå
ìíîãî äðóãîãî ó ÷èñåë, ÷åãî íåëüçß èçâëå÷ü, ïîëüçóßñü òîëüêî ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêîé.
Âñå ýòî ìíîãîå ëåæèò â ìåòààðèôìåòèêå, â íóìåðîëîãèè, â ÷åì-òî åùå, ÷òî ïðèõîäèò
èçâíå.
Æèâîå ìûøëåíèå íå òîæäåñòâåííî äîêàçàòåëüñòâó. Äîêàçàòåëüñòâî åñòü òîëüêî
îäèí èç ïðîäóêòîâ ìûøëåíèß, àðãóìåíòèðîâàííûé ñèëëîãèçìàìè ñïîñîá èçëîæåíèß ðå-
çóëüòàòîâ ìûøëåíèß. Èçáàâëåííîå îò âñåãî, îò ÷åãî ìîæíî èçáàâèòüñß, ñèëëîãèñòè÷åñêîå
èçëîæåíèå ïðèâîäèò ê ôîðìàëüíîé ñèñòåìå.
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Ïîñëå Äðåâíåé Ãðåöèè ñëåäóþùèé ãëîáàëüíûé ñêà÷îê â ìàòåìàòè÷åñêîì ìûøëå-
íèè ïðîèçîøåë áëàãîäàðß ïåðåõîäó ê åäèíîìó îñíîâàíèþ âî âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöè-
ïëèíàõ - ê òåîðèè ìíîæåñòâ, çàëîæåííîé â òðóäàõ Êàíòîðà. Òðóäû Í. Áóðáàêè ïîêàçàëè
ôîðìàëèçóåìîñòü âñåõ èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ äèñöèïëèí â ðàìêàõ àêñèîìàòè÷åñêîé
òåîðèè ìíîæåñòâ.
Âñ¼ æå ôîðìàëüíûå ñèñòåìû  ýòî ñêîðåå ñïîñîá èçëîæåíèß (äîêàçàòåëüíûé)
äîñòèãíóòûõ ðåçóëüòàòîâ, à â ïîëó÷åíèè ñëîæíûõ òåîðåì è ðàçâèòèè òåîðèè èññëå-
äîâàòåëü ïîëüçóåòñß íå òîëüêî (âåðíåå íå ñòîëüêî) êëàññè÷åñêèìè ñèëëîãèçìàìè è
ïðàâèëàìè âûâîäà êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, à è ðàöèîíàëüíûìè ïðèíöèïàìè, áîëüøåé
÷àñòüþ íå ôîðìàëèçîâàííûìè â êàêîé-òî ñèñòåìå, íî îðãàíèçóþùèìè ðàññóæäåíèß
ïî ïîèñêó èäåé, ïóòåé äîêàçàòåëüñòâà èëè ðàçâèòèß òåîðèè. Ìû íàçîâåì ýòè ïðèí-
öèïû ðàöèîíàëüíûìè ïðèíöèïàìè ìåòàìàòåìàòèêè è ïîñòàðàåìñß èçó÷èòü èõ êàê
ñîäåðæàòåëüíóþ ñèñòåìó â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèßõ. Íî ïðåäâàðèòåëüíî èçëîæèì êàê
ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó àðèôìåòèêó è òåîðèþ ìíîæåñòâ.
Ëèòåðàòóðà.
1. Ýäâàðä äå Áîíî. Ñåðüåçíîå òâîð÷åñêîå ìûøëåíèå.
2. Íóðàëè Ëàòûïîâ. Îñíîâû èíòåëëåêòóàëüíîãî òðåíèíãà.
Èçäàòåëüñòâî ¾Ïèòåð¿, 2005.
3. È. È. Áëåõìàí, À. Ä. Ìûøêèñ, ß. Ã. Ïàíîâêî. Ìåõàíèêà è ïðèêëàäíàß ìàòåìàòèêà.
Ëîãèêà è îñîáåííîñòè ïðèëîæåíèé ìàòåìàòèêè. Ì. ¾Íàóêà¿, 1983.
4. À. Á. Ìèãäàë. Îò äîãàäêè äî èñòèíû. Ì. ¾Ïðîñâåùåíèå¿, 2008.
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Ëåêöèß 2. Ôîðìàëüíàß àðèôìåòèêà.
Ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó îáðàçóþò:
1. Ôîðìàëüíûå ñèìâîëû
2. Ïðàâèëà îáðàçîâàíèß ôîðìóë (îïðåäåëåííûõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèì-
âîëîâ). Ïåðå÷åíü àêñèîì.
3. Ïðàâèëà âûâîäà. Îïðåäåëåíèå ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà (îïðåäåëåííûõ êîíå÷-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìóë).
Àðèôìåòèêà êàê ôîðìàëüíàß ñèñòåìà.
1. Ôîðìàëüíûå ñèìâîëû (îïðåäåëåííûå çíàêè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ óòâåðæäàåòñß,
÷òî ìû ìîæåì ðàçëè÷àòü è îòîæäåñòâëßòü èõ âõîæäåíèß):
1. Ñèìâîëû ïåðåìåííûõ: x, y, z, ...x1, ..., a, b, c, ...a1, ...;
2. Ñèìâîëû êîíñòàíò: 0;
3. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå áóêâû A ,B,C , ...,A 12 , ...X , ... (èñïîëüçóåì çàãëàâíûå êóð-
ñèâíûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, èíäåêñèðóåìûå èëè íåò íàòóðàëüíûìè ÷èñëà-
ìè).
Ïðåäèêàòíûå áóêâû ñ ïðåäèêàòíûìè ïåðåìåííûìè: A (a),A (a, b)...C 12(a, b, c),...
(ïåðåìåííûå â ñêîáêàõ ðàçëè÷íû). Ñèìâîë êîíêðåòíîãî ïðåäèêàòà := (ðàâíßåòñß).
4. Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû: ⊃,&,∨,¬, ∀, ∃;
5. Ñêîáêè: (,);
6. Ñèìâîëû àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé: ′ (ñîäåðæàòåëüíî îáîçíà÷àåò âçßòèå ñëåäóþ-
ùåãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà: a′ = a+ 1), +, ·;
2. Ôîðìóëû:
Îïðåäåëåííûå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìàëüíûõ ñèìâîëîâ âûäåëßþòñß
êàê ôîðìóëû. Ïðè èíòåðïðåòàöèè, ôîðìóëû ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûì ïðåäëîæåíèßì.
Äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìàëüíûõ ñèìâîëîâ ìîãóò áûòü ñîäåðæàòåëüíî èí-
òåðïðåòèðîâàíû êàê ÷èñëà, - òàêèå âûðàæåíèß íàçûâàþòñß òåðìàìè.
Ïðèìåð: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìàëüíûõ ñèìâîëîâ ((a) + (b)) ñîäåðæàòåëüíî
èíòåðïðåòèðóþòñß êàê ÷èñëî, ò.å. ýòî - òåðì.
Îïðåäåëåíèå òåðìà è ôîðìóëû äàåòñß ïî èíäóêöèè. Ïðèâåäåì îïðåäåëåííûå ôîð-
ìóëû.
Îïðåäåëåíèå:
1. Åñëè t1, t2 - òåðìû, òî (t1) = (t2) ßâëßåòñß ôîðìóëîé; Åñëè P (x1, x2, ...xn) - ïðå-
äèêàòíàß áóêâà ñ ïðåäèêàòíûìè ïåðåìåííûìè, t1, ...tn - òåðìû, òî P (t1, t2, ...tn) -
ôîðìóëà.
2. Åñëè A,B - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìàëüíûõ ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìû îáúßâèëè ôîð-
ìóëàìè, òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîæå ßâëßþòñß ôîðìóëàìè:
(A) ⊃ (B), (A)&(B), (A) ∨ (B),¬(A), ∀x(A), ∃x(B), ãäå x - ëþáàß ïåðåìåííàß;
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3. Íèêàêèõ äðóãèõ ôîðìóë, êðîìå ïîëó÷àåìûõ ÷åðåç 1) è 2) íåò.
Ôîðìóëû áóäåì îáîçíà÷àòü ïå÷àòíûìè çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A,B,C,X...
Ïåðå÷åíü àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà (âìåñòå îáðàçóþò ïîñòóëàòû).
I. Ïîñòóëàòû èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé:
1. A ⊃ (B ⊃ A). 1
2. (A ⊃ B) ⊃ ((A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ (A ⊃ C))
1, 2 - àêñèîìû èìïëèêàöèè.
3. A&B ⊃ A
A&B ⊃ B
4. A ⊃ (B ⊃ A&B)
3, 4 - àêñèîìû êîíúþíêöèè.
5. A ⊃ A ∨B
B ⊃ A ∨B
6. (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ∨B ⊃ C))
6,7 - àêñèîìû äèçúþíêöèè.
7. (A ⊃ B) ⊃ ((A ⊃ ¬B) ⊃ ¬A);
8. ¬(¬A) ⊃ A
7,8 - àêñèîìû îòðèöàíèß;
9. Ïðàâèëî âûâîäà: A,A⊃B
B
÷åðòî÷êó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñëîâî "äàåò"(A
è A ⊃ B äàþò B);
II. Ïîñòóëàòû èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ (t - òåðì, x - ïåðåìåííàß), t ñâîáîäåí äëß x â Ax ,
òî åñòü ïåðåìåííûå âõîäßùèå â t íå ïîïàäàþò ïîä äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòîðîâ,
êîãäà t çàìåíßåò x .
1. A(t) ⊃ ∃xA(x);
2. ∀xA(x) ⊃ A(t);
3. Ïðàâèëî âûâîäà: åñëè C íå ñîäåðæèò x ñâîáîäíî2, òî C⊃A(x)
C⊃∀xA(x) ;
4. Ïðàâèëî âûâîäà: A(x)⊃C∃xA(x)⊃C , ãäå C íå ñîäåðæèò x ñâîáîäíî;
III. Ïîñòóëàòû ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè - àêñèîìû Ïåàíî:
1Ïåðâóþ àêñèîìó ïðàâèëüíåå áûëî áû çàïèñàòü òàê: ((A) ⊃ ((B) ⊃ (C))). Äëß ïðîñòîòû çàïèñè ïðè-
ìåì ñîãëàøåíèå: ÷àñòü ñêîáîê îïóñêàòü, åñëè èõ ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü. Â ðßäó ñèìâîëîâ
⊃,&,∨,¬,∀,∃ êàæäûé ïðåäøåñòâóþùèé ñèìâîë îáëàäàåò áîëåå âûñîêèì ðàíãîì, ÷åì ïîñëåäóþùèé, è
ïðè âîññòàíîâëåíèè ñêîáîê, â ïåðâóþ î÷åðåäü âîññòàíàâëèâàþòñß ñêîáêè äëß ñèìâîëà ñàìîãî âûñîêîãî
ðàíãà, ïðèïèñûâàß åìó ñàìóþ áîëüøóþ çîíó äåéñòâèß.
2Ôîðìóëà ñîäåðæèò x ñâßçíî, åñëè çàìåíà ïåðåìåííîé íà äðóãóþ íå âëèßåò íà ñìûñë âûðàæåíèß,
íàïðèìåð êàê â çàïèñè èíòåãðàëà:
∫
f(x)dx ≡ ∫ f(y)dy). Ïðîùå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå Ñ
íå ñîäåðæèò x âîîáùå.
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1. A(0)&∀x(A(x) ⊃ A(x′)) ⊃ ∀xA(x) (ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè);
2. a′ = b′ ⊃ a = b;
3. ¬(a′ = 0) ;
4. a = b ⊃ ((a = c) ⊃ (b = c));
5. a = b ⊃ (a′ = b′);
6. a+ 0 = a;
7. a+ b′ = (a+ b)′;
8. a · 0 = 0;
9. a · b′ = a · b+ a;
3. Êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë.
Âûäåëèì êëàññû êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìóë - ôîðìàëüíûå âûâîäû è
ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà.
Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë A1, A2, ...An íàçû-
âàåòñß ôîðìàëüíûì âûâîäîì èç Γ è îáîçíà÷àåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Γ ` A1, A2, ...An, èëè êîðî÷å: Γ ` An, åñëè êàæäàß ôîðìóëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ßâëßåòñß àêñèîìîé, ëèáî ïðèíàäëåæèò Γ, ëèáî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïî îäíîìó èç òðåõ ïðàâèë âûâîäà. Åñëè ìíîæåñòâî Γ ïóñòî, òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íàçûâàåòñß ôîðìàëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì, à ïîñëåäíßß ôîðìóëà An -
ôîðìàëüíîé òåîðåìîé è îáîçíà÷àåòñß ` An.
Ïðèìåð: (ôîðìàëüíîãî âûâîäà)
Äîêàæåì ôîðìàëüíóþ òåîðåìó: ` a = a
1. (a = b) ⊃ ((a = c) ⊃ (b = c)) - àêñèîìà III.4;
2. (0 = 0) ⊃ ((0 = 0) ⊃ (0 = 0)) - àêñèîìà I.1.
3. ((a = b) ⊃ ((a = c) ⊃ (b = c))) ⊃ (((0 = 0) ⊃ ((0 = 0) ⊃ (0 = 0))) ⊃ ((a = b) ⊃ ((a =
c) ⊃ (b = c)))) - àêñèîìà I.1;
4. ((0 = 0) ⊃ ((0 = 0) ⊃ (0 = 0))) ⊃ ((a = b) ⊃ ((a = c) ⊃ (b = c))) - ïðàâèëî âûâîäà
I.9: 1.,3.
4.
;
5. Èñïîëüçóåì òðè ðàçà ïðàâèëî âûâîäà II.3 äëß 4., êàæäûé ðàç ïîäñòàâëßß âìåñòî
∀x→ ∀a, ∀b, ∀c. Òîãäà â èòîãå ïîëó÷èì:
((0 = 0) ⊃ ((0 = 0) ⊃ (0 = 0))) ⊃ ∀a ∀b ∀c ((a = b) ⊃ ((a = c) ⊃ (b = c)))
6. ∀a ∀b ∀c ((a = b) ⊃ ((a = c) ⊃ (b = c))) - ïðàâèëî âûâîäà I.9: 2.,5.
6.
7. Èñïîëüçóåì òðè ðàçà àêñèîìó II.2 è ïðàâèëî âûâîäà I.9. Â ïåðâûé ðàç â êà÷åñòâå t
áåðåì a+ 0 äëß ôîðìóëû 6.
∀a ∀b ∀c ((a = b) ⊃ ((a = c) ⊃ (b = c))) ⊃ ∀b ∀c (((a+ 0) = b) ⊃ (((a+ 0) = c ⊃ (b =
c)));
8. ∀b ∀c (((a+ 0) = b) ⊃ (((a+ 0) = c) ⊃ (b = c))) - ïðàâèëî âûâîäà I.9: 6.,7.
8.
;
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9. Â êà÷åñòâå t ïîäñòàâëßåì a íà ìåñòà âõîæäåíèé b â ôîðìóëå 8:
∀b ∀c (((a+ 0) = b) ⊃ (((a+ 0) = c) ⊃ (b = c))) ⊃ ∀c (((a+ 0) = a) ⊃ (((a+ o) = c) ⊃
(a = c));
10. ∀c (((a+ 0) = a) ⊃ (((a+ 0) = c) ⊃ (a = c))) - ïðàâèëî âûâîäà I.9: 8.,9.
10.
;
11. Â êà÷åñòâå t ïîäñòàâëßåì a íà ìåñòà âõîæäåíèé c â ôîðìóëå 10, èñïîëüçóåì àêñèîìó
II.2:
∀c (((a+ 0) = a) ⊃ (((a+ 0) = c) ⊃ (a = c))) ⊃ (((a+ 0) = a) ⊃ (((a+ 0) = a) ⊃ (a =
a)));
12. ((a+ 0) = a) ⊃ (((a+ 0) = a) ⊃ (a = a)) - ïðàâèëî âûâîäà I.9: 10.,11.
12.
;
13. a+ 0 = a - àêñèîìà III.6; äâàæäû èñïîëüçóß ïðàâèëî âûâîäà I.9, ïîëó÷àåì:
14. a = a;
Ìû ñôîðìóëèðîâàëè êîíêðåòíóþ ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó-àðèôìåòèêó. Â ñàìîì îá-
ùåì ïëàíå ôîðìàëüíàß ñèñòåìà - ýòî ñèñòåìà ïîä÷èíåííàß íåêèì æåñòêèì, îäíîçíà÷íî
çàäàííûì ïðàâèëàì. Ñîîòâåòñòâåííî, "ôîðìàëèçàöèþ"ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðîöåäó-
ðó, öåëü êîòîðîé - äàòü ïðåäåëüíî ÷åòêîå, îäíîçíà÷íîå è èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå îáúåê-
òà, ïîäëåæàùåãî ôîðìàëèçàöèè. Äëß äîñòèæåíèß ýòîé öåëè, ïðåæäå âñåãî, èñïîëüçóåòñß
ñèìâîëè÷åñêàß ôîðìà çàïèñè òåõ ïðàâèë, êîòîðûì ïîä÷èíåíà äàííàß ñèñòåìà. Ñôîðìó-
ëèðóåì íåñêîëüêî îáùèõ òðåáîâàíèé ê ôîðìàëèçàöèßì.
I). Íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî ôîðìàëèçîâàíî êàê ìîæíî áîëüøå ñîäåðæàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé.
Ïðîâåðèì, ÷òî â ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêå ìîãóò áûòü ôîðìàëèçîâàíû îòíîøåíèå
ïîðßäêà è îòíîøåíèå "áûòü îñòàòêîì îò äåëåíèß a íà b". Äåéñòâèòåëüíî a < b⇔ ∃c(a+
c = b&¬(c = 0)), rm(a, b) = c⇔ ∃d(bd+c = a&c < b), ãäå rm(a, b) - îñòàòîê îò äåëåíèß a íà
b. Íàïîìíèì, ÷òî a, b, c... èíòåðïðåòèðóþòñß êàê öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Íàñêîëüêî
ñèëüíà íàøà ôîðìàëèçàöèß ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàß òåîðåìà.
Òåîðåìà: Ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêîå âûñêàçûâàíèå β(c, d, i), ïðåäñòàâèìîå ôîð-
ìóëîé íàøåé ôîðìàëèçîâàííîé àðèôìåòèêè, òàêîå. ÷òî äëß âñßêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ai}ni=1, ai ∈ N, ∃c, d : β(c, d, i) = ai ïðè i = 0, 1, ...n.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
S = max{n, a0, a1, ..., an}; d = S!; δ(d, i) = (i+ 1)d+ 1, i ∈ {0, 1, ..., n}
Îòìåòèì ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé:
1) δ(d, i) ≡ di > ai
2) di - âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
Åñëè p äåëèò di, dj i 6= j, j > i, òî p|(dj − di) = ((j − i)S!). Ñëåäîâàòåëüíî, p äåëèò
d, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ðàññìîòðèì íàáîðû èç n+1 çíà÷åíèé ôóíêöèè rm(c, d), êîãäà c ôèêñèðîâàíî, à d
ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî èç n+1, ïîïàðíî ïðîñòûõ ÷èñåë d0, ..., dn. Ïóñòü c ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïðèíèìàåò çíà÷åíèß 0,1,2,3,... Äëß ïðèìåðà áåðåì n = 1, d0 = 3, d1 = 4, ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå íàáîðû:
c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ...
rm(c, 3) 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 ...
rm(c, 4) 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 ...
Ìû âèäèì, ÷òî êîãäà ñ èçìåíßåòñß îò 0 äî 11, ïàðà îñòàòêîâ rm(c, 3), rm(c, 4)
ïðîáåãàåò âñåâîçìîæíûå 12 óïîðßäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë a0, a1, ãäå a0 < 3, a1 < 4. ×òîáû
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óñòàíîâèòü ýòî â îáùåì ñëó÷àå, äîïóñòèì, ÷òî rm(c, d0), rm(c, d1), ..., rm(c, dn) ïðèíèìàþò
ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèß a0, a1, ..., an ïðè c = j è åùå ïðè c = j + k(k > 0). Òàê êàê j è
j+k äàþò îäèí è òîò æå îñòàòîê ai ïðè äåëåíèè íà di(i = 0, ..., n) èõ ðàçíîñòü k äîëæíà
äåëèòüñß íà di; ïóñòü k = bidi. Èòàê, k = b0d0 = b1d1 = ... = bndn, òî åñòü k ñîäåðæèò
â êà÷åñòâå ìíîæèòåëß êàæäîå èç d0, d1, ..., dn. Òàê êàê ïî óñëîâèþ d0, d1, ...dn ïîïàðíî
ïðîñòû, òî, ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè, k äîëæíî äåëèòüñß íà èõ ïðîèçâåäåíèå
d0 · d1 · ... · dn.
Ïîýòîìó óïîðßäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë rm(c, d0), rm(c, d1), ..., rm(c, dn) ìîæåò ñíî-
âà ñîâïàñòü ñ ëþáîé äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë a0, a1, ..., an, íå ðàíüøå, ÷åì c
âîçðàñòåò íà d0 · d1 · ...dn. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñß êàê ðàç d0 · d1 · ...dn ðàçëè÷íûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë a0, a1, ..., an. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a0, a1, ..., an òàêèõ, ÷òî
a0 < d0, a1 < d1, ..., an < dn òîæå d0 · d1 · ...dn. Ïîýòîìó êàæäàß òàêàß ïîñëåäâàòåëü-
íîñòü äîëæíà âñòðåòèòüñß îäíàæäû â íàøåé òàáëèöå. Â êà÷åñòâå òðåáóåìîé òåîðåìîé
ôîðìóëû ìîæíî âçßòü β(c, d, i) = rm(c, δ(d, i)).
Ïðèìåð.
ab = c⇔ ∃p∃q (β(p, q, 0) = 1)&∀i(b ≥ i ≥ 1 ⊃ β(p, q, i+ 1) = β(p, q, i)a&β(p, q, b)c)
II). Ôîðìàëüíàß ñèñòåìà äîëæíà áûòü íåïðîòèâîðå÷èâà. Çàìêíóòûå ôîðìóëû
(ýòî ôîðìóëû, êîòîðûå íå èìåþò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ) ìîãóò áûòü èñòèííûìè èëè
ëîæíûìè (ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèß). Åñòåñòâåíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ôîðìàëèçîâàííàß ìàòåìàòè÷åñêàß òåîðèß âêëþ÷àëà â ñåáß òîëüêî ñîäåðæàòåëüíî
èñòèííûå ôîðìóëû â êà÷åñòâå ôîðìàëüíûõ òåîðåì. Åñëè îãðàíè÷èòüñß òîëüêî
ïîñòóëàòàìè ãðóïïû I, ïîëó÷àåì ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó, íàçûâàåìóþ èñ÷èñëåíèåì
âûñêàçûâàíèé.
Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà. Ôîðìóëà èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé ôîðìàëüíî äîêàçóåìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îòâå÷àþùàß åé ïðîïîçèöèîíàëüíàß ôóíêöèß ðàâíà òîæäåñòâåííî
åäèíèöå.
(ÁÅÇ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ)
Ïðîïîçèöèîíàëüíàß ôóíêöèß ïîëó÷àåòñß åñòåñòâåííûì îáðàçîì, åñëè
èíòåðïðåòèðîâàòü çíà÷åíèß áóêâ êàê 1 (èñòèíà) èëè êàê 0 (ëîæü). Ïðè ýòîì çíà÷åíèå
ôîðìóëû åñòü åå èñòèííîñòü êàê îáû÷íîãî ïðåäëîæåíèß.
III) Ôîðìàëüíàß ñèñòåìà äîëæíà áûòü áîãàòà òåîðåìàìè.
Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíàß ñèñòåìà íàçûâàåòñß ïîëíîé, åñëè äëß âñßêîé åå
ôîðìóëû À, íå ñîäåðæàùåé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ëèáî ñàìà À äîêàçóåìà, ëèáî ¬À
äîêàçóåìà.
Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé ðåçóëüòàò. Òåîðåìà Ãåäåëß. Âñßêàß ôîðìàëüíàß
ñèñòåìà, êîòîðàß ñîäåðæèò â ñåáå êàê ÷àñòü ôîðìàëüíóþ àðèôìåòèêó, ßâëßåòñß
íåïîëíîé. Âñåãäà ñóùåñòâóþò âûñêàçûâàíèß, ïðåäñòàâëßåìûå â ýòîé ôîðìàëüíîé
ñèñòåìå, êîòîðûå ñîäåðæàòåëüíî èñòèííû, íî íå äîêàçóåìû.
Ðàññìîòðåíèå îáùåé ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ãåäåëß íà÷íåì ñ îïèñàíèß
ïîíßòèß ãåäåëåâñêîé íóìåðàöèè.
Ãåäåëü èçîáðåë ñïîñîá, êîòîðûé ïîçâîëèë îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïðèïèñàòü
íåêîòîðûé íîìåð (íàòóðàëüíîå ÷èñëî) êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ñèìâîëó, ôîðìóëå èëè
äîêàçàòåëüñòâó äàííîé ôîðìàëüíîé ñèñòåìû, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìàëüíûé
îáúåêò îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñß ïî íîìåðó.
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1-ß ãðóïïà. Ôîðìàëüíûå ñèìâîëû.
k -ìó ñèìâîëó ñòàâèòñß â ñîîòâåòñòâèå k -å ïðîñòîå ÷èñëî:
2
⊃ ,
3
&
, 5∨ ,
7
¬ ,
11
∀ ,
13
∃ ,
17
+
, 19· ,
23
′ ,
29
=
, 31
0
, 37
(
, 41
)
, 43
a
, 47
b
,
,...,x,y,z,...
)
Òàêèì îáðàçîì k -ìó ñèìâîëó ñòàâèòñß â ñîîòâåòñòâèå k -å ïðîñòîå ÷èñëî pk > 1
2-ß ãðóïïà. Ôîðìóëû.
Áåðåòñß ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë â ñòåïåíßõ, êîòîðûå ßâ-
ëßþòñß íîìåðàìè ñèìâîëîâ, ñîñòàâëßþùèõ ôîðìóëó. Íàïðèìåð:
Ïóñòü À åñòü ôîðìóëà: (a = b) ∨ (a = 0). Òîãäà åå íîìåð åñòü n(A) = 237 · 343 · 529 ·
747 · 1141 · 135 · 1737 · 1943 · 2329 · 2931 · 3141.
3-ß ãðóïïà. Ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà.
Äîêàçàòåëüñòâî, ïðåäñòàâëåííîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôîðìóë A1, ..., Ap ïîëó÷àåò
â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî:
2n(A1) · 3n(A2) · 5n(A3) · ... · pn(Ap)p , ãäå n(Ai) - íîìåð, ïîñòàâëåííûé â ñîîòâåòñòâèå
ôîðìóëå Ai.
Åñëè äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m, ìîæíî êîíñòðóêòèâíî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü
A(n,m), óòâåðæäàþùåãî, ÷òî m - ýòî íîìåð äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû ñ íîìåðîì n.
Òåîðåìà Ãåäåëß.
Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò A (a, b), a - ãåäåëåâñêèé íîìåð ôîðìóëû, îáîçíà÷åííîé
äàëåå êàê Aa(x), b - ãåäåëåâñêèé íîìåð äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ôîðìóëû, ãäå âìåñòî x
ïîäñòàâëåíî a, ò.å. ôîðìóëû Aa(a). Ïðåäèêàò A (a, b) - àðèôìåòè÷åñêîå âûñêàçûâàíèå î
÷èñëàõ a è b.
1. A (a, b) - íóìåðè÷åñêè âûðàçèìîå ñóæäåíèå, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
ôîðìóëû A(a, b) ñî ñâîéñòâàìè:
A (a, b) = È⇒7→ A(a, b),
A (a, b) = Ë⇒7→ ¬A(a, b).
Äëß äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà âêëþ÷èì ðàññìàòðèâàåìîå àðèôìåòè÷åñêîå
âûñêàçûâàíèå â áîëåå îðãàíèçîâàííûé è áîëåå îáùèé êëàññ îáúåêòîâ, êàê ðßäîâîé
ýëåìåíò. Ýòî óäàñòñß, åñëè ìû íà áîëåå âûñîêîì óðîâíå îòêðîåì ñâîéñòâî èññëåäóåìîãî
îáúåêòà, êîòîðîå êàê ðîäñòâî ïîâßæåò ýëåìåíòû áóäóùåãî êëàññà.
Òàê, ôîðìóëó A(a, b) ðàññìîòðèì êàê ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ ϕ(a, b) ∈ {0, 1} è îïðåäåëèì
ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèß ϕ(x1, x2, ..., xn) íàçûâàåòñß ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-
íîé, åñëè îíà èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:
1) x′ ≡ x+ 1,
2) ϕ(x1, x2, ..., xn) = const,
3) ϕ(x1, x2, ..., xn) = xi, i ∈ {1, ..., n},
4) ϕ(x1, x2, ..., xn) = χ(x1, x2, ..., xn, g1(x1, x2, ..., xn), ..., gn(x1, x2, ..., xn) - ãäå
χ, g1, ..., gn óæå îïðåäåëåíû êàê ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå.
5) ϕ(0, x2, ..., xn) = g2(x2, ..., xn), è äëß ëþáîãî y âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî
ϕ(y, x2, ..., xn) = χ(ϕ(y − 1, x2, ..., xn), x2, ..., xn), g, χ - ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû.
Ïîøàãîâîå îïèñàíèå êëàññà äàåò âîçìîæíîñòü ïàðàìåòðèçàöèè êàæäîãî ýëåìåí-
òà êëàññà, ñîïîñòàâëßß êàæäîé ôóíêöèè ÷èñëî òàê, êàê, íàïðèìåð, ìû ïîëó÷àåì ãåäå-
ëåâñêèé íîìåð äëß ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ èäèâèäà,
ìîæåì ïðèìåíèòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ýòîìó ïàðàìåòðó. Â ÷àñòíîñòè
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ïîêàçûâàåòñß, ÷òî îïèñàííûé âûøå ïðåäèêàò A (a, b) îïðåäåëßåò ïðèìèòèâíî ðåêóð-
ñèâíóþ ôóíêöèþ ϕ(a, b). À äëß ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ϕ(x1, x2, ..., xn) ïî
øàãàì èõ ïîñòðîåíèß èíäóêöèåé äîêàçûâàåòñß íóìåðè÷åñêàß ïðåäñòàâèìîñòü ïðåäèêàòà
ϕ(x1, x2, ..., xn) = y ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñß ôóíêöèß Ãeäåëß β(c, d, i).
2. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ∀b ¬A(a, b), ïóñòü ýòà ôîðìóëà èìååò ãåäåëåâñêèé
íîìåð p ↔ Ap(a) ≡ ∀b ¬A(a, b). Ñîäåðæàòåëüíàß èíòåðïðåòàöèß îçíà÷àåò, ÷òî Ap(p)
óòâåðæäàåò î ñâîåé íå äîêàçóåìîñòè.
Äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Îïðåäåëåíèå: Ôîðìàëüíàß ñèñòåìà íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè â íåé íå äîêàçóåìû
îäíîâðåìåííî A è ¬A.
Îïðåäåëåíèå: Ôîðìàëüíàß ñèñòåìà ω-íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè â íåé íå äîêàçóåìû
îäíîâðåìåííî 7→ A(0); 7→ A(1); ...; 7→ A(n); ...; 7→ ¬∀x A(x), íè äëß êàêîé ôîðìóëû A.
Òåîðåìà. Åñëè ôîðìàëüíàß ñèñòåìà, ñîäåðæàùàß ôîðìàëüíóþ àðèôìåòèêó â
êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû íåïðîòèâîðå÷èâà è ω-íåïðîòèâîðå÷èâà, òî íàéäåòñß ãåäåëåâñêèé
íîìåð ôîðìóëû q òàêîé, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå îäíîâðåìåííî íåäîêàçóåìû Aq(q) è ¬Aq(q).
Äîêàçàòåëüñòâî
ññìîòðèì Ap(p), ïîñòðîåííóþ ïî âûñêàçûâàíèþ A (a, b). Ïóñòü 7→ Ap(p) ⇒ ∃ ãå-
äåëåâñêèé íîìåð äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ôîðìóëû - q. Ñëåäîâàòåëüíî A (p, q) = true, ò.ê.
A(p, q) íóìåðè÷åñêè âûðàæàåò íàøå âûñêàçûâàíèå ⇒7→ A(p, q) ⇒ ∃b A(p, b) ⇒7→ ¬∀b
¬A(p, b) ≡ ¬Ap(p). Ïîëó÷àåòñß, ÷òî äîêàçóåìû îäíîâðåìåííî è Ap(p), è ¬Ap(p), ò.å. ñè-
ñòåìà îêàçûâàåòñß ïðîòèâîðå÷èâîé. Äîïóùåíèå 7→ Ap(p) íåâåðíî.
Ïîñêîëüêó ∀b ¬A (p, b) èñòèííî, òî ïî îïðåäåëåíèþ íóìåðè÷åñêîé âûðàçèìîñòè:
7→ ¬Ap(0), 7→ ¬Ap(1), 7→ ¬Ap(n), ...∀n ∈ N .
Â ñèëó ω-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè íåâåðíî, ÷òî 7→ ¬∀b¬A(p, b) ≡ ¬Ap(p), ò.å. íåäîêà-
çóåìà è ôîðìóëà ¬Ap(p).
Çàìå÷àíèå. Íåìíîãî óñëîæíßß äîêàçàòåëüñòâî, ìîæíî óñëîâèå ω-
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè èç ïðåäïîñûëîê òåîðåìû óáðàòü.
Ðåòðîñïåêòèâíé âçãëßä
è âîñõîæäåíèå ê àáñòðàêòíî-âñåîáùåìó.
Ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü òåîðåìó Ãåäåëß ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ó íàñ
åñòü êàêîå-òî ïðàâèëî èëè êîíñòðóêöèß, ñèñòåìàòè÷åñêîå (ò.å. îôîðìëåíà ñèñòåìà) ïðè-
ìåíåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê íåîñïîðèìî ñïðàâåäëèâîìó óòâåðæäåíèþ, òîãäà ñòîëü æå
íåîñïîðèìî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñïðàâåäëèâîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íåëüçß äîêàçàòü ïðè
ïîìîùè ýòîãî ïðàâèëà.
Íàïðèìåð, âîçüìåì çà ïðàâèëî ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Òîãäà ðàñ-
ñóæäåíèß, ñõîäíûå ñ ïðîâåäåííûìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ãåäåëß ïïîêàçûâàþò,
÷òî ñóùåñòâóåò òåîðåìà, êîòîðàß íå äîêàçóåìà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé, è êîòîðîé,
íàïðèìåð, ßâëßåòñß óäèâèòåëüíàß
Òåîðåìà Ãóäñòåéíà.
òü ýòîé òåîðåìû ïîßñíèì íà êîíêðåòíîì ÷èñëå.
Âîçüìåì, íàïðèìåð, ÷èñëî 581 (ìîæíî âçßòü è ëþáîå äðóãîå). Ïðåäñòàâèì, ïîëüçó-
ßñü äâîè÷íûì èñ÷èñëåíèåì òîëüêî ÷åðåç ÷èñëà, íå áîëüøèå ÷åì 2: 22
2+1+1+22
2+2+22+1 =
581.
Íîâîå ÷èñëî ïîëó÷àåì, åñëè ÷èñëî 2 âåçäå óâåëè÷èâàåì íà 1 è îò òîãî, ÷òî ïîëó-
÷èòñß, îòíèìåì åäèíèöó. Ïîëó÷èì: 33
3+1+1 + 33
3+3 + 33. Äàëåå ïðîäîëæàåì ïî àíàëîãèè:
ïåðåõîäèì îò 3 ê 4, ïîëó÷àåì: 44
4+1+1+44
4+4+44−1 = 444+1+1+444+4+3·43+3·42+3·4+3).
Ïåðåõîäèì îò 4 ê 5, ïîëüçóßñü òîé æå ïðîöåäóðîé. Ýòî ïðèâîäèò ê ÷èñëó 55
5+1+1 +55
5+5 +
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3 · 53 + 3 · 52 + 3 · 5 + 2. Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî îñó-
ùåñòâëåíèß ýòèõ äâóõ îïåðàöèé ïîëó÷àåòñß â êîíöå êîíöîâ 0.
Ïîäðîáíåå î ðàññìîòðåííîé èíòåðïðåòàöèè è òåîðåìå Ãóäñòåéíà ñì [2].
Òåîðåìà Ãåäåëß òåñíî ñâßçàíà ñ âîïðîñîì àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè (à òàê
æå ñ òåì, ÷òî ïîíßòèå èñòèíû íå ôîðìàëèçóåìî). Äîïóñòèì, ÷òî äëß ôîðìàëüíîé ñè-
ñòåìû îòñóòñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëß ëþáîé ôîðìóëû ïîêàçûâàåò äîêàçóåìîñòü
ôîðìóëû èëè äîêàçóåìîñòü åå îòðèöàíèß (ñèñòåìà àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà).
Åñëè ýòà ñèñòåìà ïîëíà: ∀A, 7→ A, ëèáî 7→ ¬A, òî ðàñïîëîæèì âñå ôîðìàëüíûå
äîêàçàòåëüñòâà â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â ñèëó ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà ôîðìàëüíûõ
äîêàçàòåëüñòâ). Ïåðåáèðàß âñå ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, íàéäåì òî, êîòîðîå îêàí-
÷èâàåòñß ëèáî íà À, ëèáî íà ¬A. Òàê ïîëó÷àåì àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèß: äîêàçóåìà
ôîðìóëà èëè íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íå ïîëíà.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ñ. Êëèíè. Ââåäåíèå â ìåòàìàòåìàòèêó. Ì., Èçä-âî ÈË., 1957ã.
[2] Ð. Ïåíðîóç. Íîâûé óì êîðîëß. Ì., Èçä-âî ÓÐÑÑ, 2003ã.
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Ëåêöèß 3. Ôîðìàëèçàöèß òåîðèè ìíîæåñòâ
ïî Áóðáàêè.
Çíàêè è çíàêîñî÷åòàíèß.
Ñëåäóþùèå ôîðìàëüíûå ñèìâîëû èñïîëüçóþòñß, è ïðåäïîëàãàåòñß îòíîñèòåëüíî íèõ
òîëüêî òî, ÷òî ìû óìååì ðàçëè÷àòü è îòîæäåñòâëßòü èõ âõîæäåíèß â íàøèõ êîíñòðóê-
öèßõ:
1) Ëîãè÷åñêèå çíàêè: , τ,∨,¬.
2) Ïðîïèñíûå çàãëàâíûå è ñòðî÷íûå ëàòèíñêèå áóêâû, ñî øòðèõàìè èëè áåç íèõ:
A,A′,A′′, . . . , a, b, . . . , x, y, . . .
3) Ñïåöèàëüíûå çíàêè: =,∈,=,−.
Çíàêîñî÷åòàíèå òåîðèè åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ ýòîé òåîðèè, íàïèñàííûõ
ðßäîì äðóã ñ äðóãîì, ïðè÷åì íåêîòîðûå çíàêè, îòëè÷íûå îò áóêâ, ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû
ëèíèßìè, èäóùèìè íàä ñòðîêîé è íàçûâàåìûìè ñâßçßìè. Ïðèìåð çíàêîñî÷åòàíèß:
τ ∨ ¬ ∈ A′ ∈ A′′
Òàêèì îáðàçîì, çíàêîñî÷åòàíèå íå åñòü ïðîñòàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à åñòü ñòðóê-
òóðèðîâàííàß ñâßçßìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (÷òî-òî áëèçêîå ê ãðàôó).
Äëß ÷àñòî óïîòðåáëßåìûõ çíàêîñî÷åòàíèé èñïîëüçóþòñß ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷å-
íèß, êîòîðûå ßâëßþòñß óæå íå ñèìâîëàìè ôîðìàëüíîé ñèñòåìû, à ñîêðàùàþùèìè çàïèñü
ñîäåðæàòåëüíî ïîíèìàåìûìè ìåòàñèìâîëàìè. Íàïðèìåð, ìåòàñèìâîë ⇒ åñòü îáîçíà÷å-
íèå çíàêîñî÷åòàíèß ∨¬ , ñâîåãî ðîäà èìß äëß ýòîãî çíàêîñî÷åòàíèß.
Äàëåå òåîðèß ñòðîèòñß ïóòåì âûäåëåíèß îïðåäåëåííûõ êëàññîâ çíàêîñî÷åòàíèé:
òåðìîâ, ñîîòíîøåíèß, òåîðåì. ×òîáû îïèñàòü ýòè êëàññû, ïðèìåì ñîãëàøåíèß:
1) Ïðîèçâîëüíî âçßòûå çíàêîñî÷åòàíèß è áóêâû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðßìûì øðèôòîì
(èëè "ïðßìûìè" áóêâàìè ëàò. àëô.).
2) Ïóñòü A - çíàêîñî÷åòàíèå, x - áóêâà. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíàêîâ τA ñîåäèíßåì
ñâßçüþ êàæäûé ýêçåìïëßð áóêâû x â A ñî çíàêîì τ è, óáèðàß x èç A, êàæäîå
âõîæäåíèå x çàìåíßåì ñèìâîëîì . Òàê ïîëó÷àåì íîâîå çíàêîñî÷åòàíèå, êîòîðîå
îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç τx(A) è íå ñîäåðæèò x.
Ïðèìåð. Ñèìâîë τx(∈ xy) èçîáðàæàåò çíàêîñî÷åòàíèå τ ∈ y.
3) Çíàêîñî÷åòàíèå (B|x)A ïîëó÷àåòñß çàìåíîé âñåõ ýêçåìïëßðîâ áûêâû x â çíàêîñî-
÷åòàíèè A íà çíàêîñî÷åòàíèå B.
4) Ñèìâîë A[x, y] îçíà÷àåò çíàêîñî÷åòàíèå A, â êîòîðîì âûäåëåíû âõîæäåíèß áóêâ
x, y. Ñèìâîë A[B,C] îáîçíà÷àåò çíàêîñî÷åòàíèå, ïîëó÷àåìîå ïðè îäíîâðåìåííîé
çàìåíå áóêâû x çíàêîñî÷åòàíèåì B è áóêâû y çíàêîñî÷åòàíèåì C âî âñåõ ìåñòàõ
èõ ïîßâëåíèß â A.
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Ñïåöèàëüíûå çíàêè ïîäðàçäåëßþñß íà ñóáñòàíòèâíûå è ðåëßöèîííûå. Êàæäîìó
ñïåöèàëüíîìó ÷èñëó ïðèïèñûâàåòñß öåëîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå åãî âåñîì. Çíàêè =,∈,=
èìåþò âåñ 2.
Çíàêîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñß çíàêîñî÷åòàíèåì ïåðâîãî ðîäà, åñëè îíî íà÷èíàåòñß ñî
çíàêà τ èëè ñ ñóáñòàíòèâíîãî çíàêà èëè ñâîäèòñß ê îäíîé áóêâå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
çíàêîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñß çíàêîñî÷åòàíèåì âòîðîãî ðîäà.
Ôîðìàòèâíàß êîíñòðóêöèß òåîðèè T åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîñî÷åòàíèé,
îáëàäàþùàß ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëß êàæäîãî çíàêîñî÷åòàíèß A èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âûïîëíßåòñß îäíî èç óêàçàííûõ íèæå óñëîâèé:
à) A åñòü áóêâà;
á) Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò çíàêîñî÷åòàíèå âòîðîãî ðîäàB, ïðåäøåñòâóþùåå
A, òàêîå, ÷òî A åñòü ¬B;
â) Ñóùåñòâóþò äâà çàêîíîñî÷åòàíèß âòîðîãî ðîäà B è C, ïðåäøåñòâóþùèå A (ðàç-
ëè÷íûå èëè íåò), òàêèå, ÷òî A åñòü ∨BC;
ã) Ñóùåñòâóåò çàêîíîñî÷åòàíèå âòîðîãî ðîäà B, ïðåäøåñòâóþùåå A è áóêâà x, òàêèå,
÷òî A åñòü τx(B);
ä) Ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé çíàê s âåñà n èç T è n çíàêîñî÷åòàíèé ïåðâîãî ðîäà
A1, A2, . . . , An, ïðåäøåñòâóþùèå A, òàêèå, ÷òî A åñòü sA1A2 . . . An.
Ìû íàçûâàåìòåðìàìè (ñîîòâåòñâåííî ñîîòíîøåíèßìè) òåîðèè T çíàêîñî÷åòàíèß
ïåðâîãî ðîäà (ñîîòâåòñòâåííî âòîðîãî ðîäà), âñòðå÷àþùèåñß â ôîðìàòèâíûõ êîíñòðóê-
öèßõ òåîðèè T.
Ïðèìåð. Â òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðîé ∈ åñòü ðåëßöèîííûé çíàê âåñà 2, ñëåäóþ-
ùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ßâëßåòñß ôîðìàòèâíîé êîíñòðóêöèåé:
A
A′
A′′
∈ AA′
∈ AA′′
¬ ∈ AA′′
∨¬ ∈ AA′ ∈ AA′′
τ ∨ ¬ ∈ A′ ∈ A′′.
×òîáû îáëåã÷èòü ÷òåíèå äàëüíåéøåãî, ìû áóäåì ïèñàòü îòíûíå â ñëó÷àå, êîãäà
A - ñîîòíîøåíèå "Íå (A)" âìåñòî ¬A. Åñëè A è B - ñîîòíîøåíèß, ìû áóäåì ïèñàòü
"(À) èëè (Â)" âìåñòî ∨AB è (À) ⇒ (Â) âìåñòî ⇒ AB. Èíîãäà ìû áóäåì îïóñêàòü
ñêîáêè. ×èòàòåëü ñìîæåò áåç òðóäà îïðåäåëèòü â êàæäîì ñëó÷àå, î êàêîì çíàêîñî-
÷åòàíèè èäåò ðå÷ü.
Çàäàíèå ñïåöèàëüíûõ çíàêîâ îïðåäåëßåò òåðìû è ñîîòíîøåíèß òåîðèè T. ×òîáû
çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå òåîðèè T, äåëàþò ñëåäóþùåå:
1) Çàïèñûâàþò ñíà÷àëà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñîîòíîøåíèé òåîðèè T; ýòè ñîîòíîøå-
íèß íàçûâàþòñß ßâíûìè àêñèîìàìè òåîðèè T; áóêâû, âñòðå÷àþùèåñß â ßâíûõ àê-
ñèîìàõ - êîíñòàíòàìè òåîðèè T.
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2) Çàäàþò îäíî èëè íåñêîëüêî ïðàâèë, íàçûâàåìûõ ñõåìàìè òåîðèè T, êîòîðûå äîëæ-
íû îáëàäàòü ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòßìè:
à) ïðèìåíåíèå êàæäîãî òàêîãî ïðàâèëà < äàåò ñîîòíîøåíèå òåîðèè T;
á) åñëè T - òåðì òåîðèè T, x - áóêâà, R - ñîîòíîøåíèå òåîðèè T, ïîñòðîåííîå
ïðèìåíåíèåì ñõåìû <, òî ñîîòíîøåíèå (T |x)R òàêæå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî
ïðèìåíåíèåì ñõåìû <.
Âñßêîå ñîîòíîøåíèå, îáðàçîâàííîå ïðèìåíåíèåì êàêîé-ëèáî ñõåìû òåîðèè T, íà-
çûâàåòñß íåßâíîé àêñèîìîé òåîðèè T.
Âñßêèé äîêàçàòåëüíûé òåêñò òåîðèè T ñîñòîèò èç:
1) âñïîìîãàòåëüíîé ôîðìàòèâíîé êîíñòðóêöèè èç ñîîòíîøåíèé è òåðìîâ òåîðèè T.
2) äîêàçàòåëüñòâà òåîðèè T, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòíîøåíèé òåîðèè T, âñòðå÷à-
þùèõñß âî âñïîìîãàòåëüíîé ôîòðìàòèâíîé êîíñòðóêöèè, òàêèõ, ÷òî äëß êàæäîãî
ñîîòíîøåíèß R ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíßåòñß ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à1) R åñòü ßâíàß àêñèîìà òåîðèè T;
à2) R ïîëó÷àåòñß ïðèìåíåíèåì ñõåìû òåîðèè T ê òåðìàì èëè ñîîòíîøåíèßì,
âñòðå÷àþùèìñß âî âñïîìîãàòåëüíîé ôîðìàòèâíîé êîíñòðóêöèè;
á) â óïîìßíóòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóþò äâà îòíîøåíèß S, T , ïðåäøå-
ñòâóþùèå R, òàêèå, ÷òî T åñòü S ⇒ R.
Òåîðåìà òåîðèè T åñòü ñîîòíîøåíèå, âñòðå÷àþùååñß â êàêîì-íèáóäü äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðèè T.
Âìåñòî "òåîðåìà òåîðèè T" ãîâîðßò òàêæå "ñîîòíîøåíèå, èñòèííîå (âåðíîå, ñïðà-
âåäëèâîå) â T" èëè ("ïðåäëîæåíèå" , "ëåììà" , "ñëåäñòâèå" è ò.ä.) Ïóñòü R - ñîîòíîøåíèå
òåîðèè T, x - áóêâà, T - òåðì òåîðèè T, åñëè (T |x)R åñòü òåîðåìà òåîðèè T, ãîâîðßò, ÷òî
T óäîâëåòâîðßåò â T ñîîòíîøåíèþ R (èëè ÷òî T åñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå ñîîòíîøåíèß
R), êîãäà R ðàññìàòðèâàåòñß êàê ñîîòíîøåíèå ïî (îòíîñèòåëüíî) x.
Ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñß ëîæíûì â T, åñëè åãî îòðèöàíèå åñòü òåîðåìà òåîðèè T.
Ãîâîðßò, ÷òî òåîðèß T ïðîòèâîðå÷èâà, êîãäà ìîæíî íàïèñàòü ñîîòíîøåíèå, îäíîâðåìåííî
èñòèííîå è ëîæíîå â T.
Íèæåñëåäóþùèå ñõåìû S1 - S4 íåßâíûå àêñèîìû (ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà-
÷åñòâå T òîëüêî òåîðèþ ìíîæåñòâ):
S1. Åñëè A - ñîîòíîøåíèå òåîðèè T, òî ñîîòíîøåíèå (A èëè A) ⇒ A åñòü àêñèîìà
òåîðèè T.
S2. Åñëè A è B - ñîîòíîøåíèß òåîðèè T, òî ñîîòíîøåíèå A ⇒ (A èëè B) åñòü
àêñèîìà òåîðèè T.
S3. Åñëè A è B - ñîîòíîøåíèß òåîðèè T, òî ñîîòíîøåíèå (A èëè B) ⇒ (B èëè A)
åñòü àêñèîìà òåîðèè T.
S4. Åñëè A, B è C - ñîîòíîøåíèß òåîðèè T, òî ñîîòíîøåíèå
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(A⇒ B)⇒ ((C èëè A)⇒ (C èëè B))
åñòü àêñèîìà òåîðèè T.
Åñëè R - çíàêîñî÷åòàíèå è x - áóêâà, òî çíàêîñî÷åòàíèå (τx(R)|x)R îáîçíà÷àåò-
ñß ÷åðåç "ñóùåñòâóåò òàêîå x, ÷òî R " , èëè ÷åðåç (∃x)R. Çíàêîñî÷åòàíèå "íå (∃x) (íå
R)"îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç "äëß âñßêîãî xR" , èëè ÷åðåç "êàêîâî áû íè áûëî x,R" , èëè ÷åðåç
(∀x)R. Ñîêðàùàþùèå ñèìâîëû ∃ è ∀ íàçûâàþòñß ñîîòâåòñîâåííî êâàíòîðîì ñóùåñòâî-
âàíèß è êâàíòîðîì îáùíîñòè. Áóêâà x íå âñòðå÷àåòñß â çíàêîñî÷åòàíèè, îáîçíà÷àåìîì
ñèìâîëàìè (∃x)R è (∀x)R.
Â äàëüíåéøåì áóêâîé C è ñëåäóþùèì çà íèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì áóäåì îáî-
çíà÷àòü äåäóêòèâíûå êðèòåðèè, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò îáùèé âèä äëß òîãî èëè èíîãî
êëàññà òåîðåì.
C2. Ïóñòü À - òåîðåìà òåîðèè T, Ò - òåðì òåîðèè T, õ - áóêâà. Òîãäà (Ò | õ)À åñòü
òåîðåìà òåîðèè (Ò | õ)T.
C26. Ïóñòü T - ëîãè÷åñêàß òåîðèß, R - ñîîòíîøåíèå, õ - áóêâà. Ñîîòíîøåíèß (∀x)R è
(τx(¬R)|x)R ýêâèâàëåíòíû â T.
Â ñàìîì äåëå, (∀x)R òîæäåñòâåííî ñ "íå (τx(íå R)|x)(íå R)" , à ñëåäîâàòåëüíî, è ñ
"íå íå (τx(íå R)|x)R".
C27. Åñëè R - òåîðåìà ëîãè÷åñêîé òåîðèè T è áóêâà õ íå ßâëßåòñß êîíñòàíòîé ýòîé
òåîðèè, òî (∀x)R åñòü òåîðåìà â T.
Â ñàìîì äåëå, (τx(íå R)|x)R åñòü òåîðåìà â T, ñîãëàñíî Ñ2.
C28. Ïóñòü T - ëîãè÷åñêàß òåîðèß, R - å¼ ñîîòíîøåíèå è x - áóêâà. Ñîîòíîøåíèß "íå
(∀x)R" è (∃x)(íå R) ýêâèâàëåíòíû T.
Â ñàìîì äåëå, "íå (∀x)R" òîæäåñòâåííî ñ "íå íå (∃x)(íå R)".
Íàïîìíèì, ÷òî áóêâîé S îáîçíà÷àþòñß ñõåìû àêñèîì.
S5. Åñëè R - ñîîòíîøåíèå òåîðèè T, Ò - å¼ òåðì è õ - áóêâà, òî ñîîòíîøåíèå
(T |x)R⇒ (∃x)R åñòü àêñèîìà.
C29. Ïóñòü R - ñîîòíîøåíèå òåîðèè T, à õ -áóêâà. Ñîîòíîøåíèß "íå (∃x)R" è (∀x)(íå
R) ýêâèâàëåíòíû â T.
C30. Ïóñòü R - ñîîòíîøåíèå òåîðèè T, Ò - å¼ òåðì è õ - áóêâà. Ñîîòíîøåíèå (∀x)R⇒
(T |x)R åñòü òåîðåìà â T.
Åñëè T è U - òåðìû òåîðèè T, òî çíàêîñî÷åòàíèå = TU åñòü ñîîòíîøåíèå òåîðèè
T (íàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèåì ðàâåíñòâà). Ýòî ñîîòíîøåíèå îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç T = U
èëè (T ) = (U).
S6. Ïóñòü õ - áóêâà, T è U - òåðìû òåîðèè T è R[x] - ñîîòíîøåíèå â T. Òîãäà ñîîò-
íîøåíèå (T = U)⇒ (R[T ]⇔ R[U ]) åñòü àêñèîìà.
S7. Åñëè R è S - ñîîòíîøåíèß òåîðèè T, à õ - áóêâà, òî ñîîòíîøåíèå ((∀x)(R ⇔
S))⇒ (τx(R) = τx(S)) åñòü àêñèîìà.
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Îòðèöàíèå ñîîòíîøåíèß = TU îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç T 6= U èëè ÷åðåç (T ) 6= (U)
(ãäå çíàê 6= ÷èòàåòñß: "íå ðàâíî" , "îòëè÷íî îò").
Òåîðåìà 1. x = x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñîîòíîøåíèå x = x òåîðèè T. Ñîãëàñíî Ñ27 ïðè
âñßêîì ñîîòíîøåíèè R èç T ñîîòíîøåíèå (∀x)(R ⇔ R) åñòü òåîðåìà â T; ñëåäîâàòåëüíî
ñîãëàñíî S7, ñîîòíîøåíèå τx(R) = τx(R), ò.å. (τx(R)|x)S, åñòü òåîðåìà â T. Ïðèíèìàß çà
R ñîîòíîøåíèå "íå S" è ó÷èòûâàß Ñ26, ïîëó÷èì, ÷òî (∀x)S åñòü òåîðåìà â T. Ñîãëàñíî
Ñ30, S ïîýòîìó åñòü òåîðåìà òåîðèè T.
Åñëè ñîîòíîøåíèå (∀y)(∀z)(((y|x)R è (z|x)R) ⇒ (y = z)), ãäå R - ñîîòíîøåíèå
òåîðèè T, x - áóêâà, y, z - áóêâû, îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà è îò x è íå âñòðå÷àþùèåñß â
R, åñòü òåîðåìà, òî ãîâîðßò, ÷òî R îäíîçíà÷íî ïî õ.
C45. Ïóñòü R - ñîîòíîøåíèå òåîðèè T, à õ - áóêâà, íå ßâëßþùàßñß êîíñòàíòîé òåîðèè
T. Åñëè R - îäíîçíà÷íî ïî õ â T, òî R ⇒ (x = τx(R)) åñòü òåîðåìà òåîðèè T.
Îáðàòíî, åñëè äëß íåêîòîðîãî òåðìà Ò òåîðèè T, íå ñîäåðæàùåãî õ, R⇒ (x = T )
åñòü òåîðåìà â T, òî R îäíîçíà÷íî ïî õ.
Ïóñòü R - ñîîòíîøåíèå â T. Ñîîòíîøåíèå "(∃x)R è ñóùåñòâóåò ñàìîå áîëüøîå
îäíî x, òàêîå, ÷òî R" îáîçíà÷àåòñß ñëîâàìè "ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå x, òàêîå, ÷òî R"
. Åñëè ýòî ñîîòíîøåíèå ßâëßåòñß òåîðåìîé â T, òî ãîâîðßò, ÷òî R åñòü ñîîòíîøåíèå,
ôóíêöèîíàëüíîå ïî x â T.
Íàïîìíèì, ÷òî òåîðèß ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëßåò ñîáîé òåîðèþ, â êîòîðîé èìåþòñß
ðåëßöèîííûå çíàêè =,∈ è ñóáñòàíòèâíûé çíàê = (âñå îíè èìåþò âåñ 2); êðîìå ñõåì S1 -
S7 îíà ñîäåðæèò òàêæå ñõåìó S8, êîòîðàß ââîäèòñß äàëåå, è ßâíûå àêñèîìû A1, A2, A3,
A4 è A5 (ïåðå÷èñëßþòñß äàëåå).
Ýòè ßâíûå àêñèîìû íå ñîäåðæàò áóêâ; èíà÷å ãîâîðß, òåîðèß ìíîæåñòâ ßâëßåòñß
òåîðèåé áåç êîíñòàíò.
Îïðåäåëåíèå: Ñîîòíîøåíèå (z)((z ∈ x)⇒ (z ∈ y)), â êîòîðîì âñòðå÷àþòñß òîëüêî
áóêâû x è y, çàïèñûâàåòñß îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ: x ⊂ y, y ⊃ x, "x ñîäåðæèòñß â
y " , "y ñîäåðæèò x" , "x åñòü ÷àñòü (îò) y" , "x åñòü ïîäìíîæåñòâî (â) y" . Ñîîòíîøåíèå
"íå (x ⊂ y)" çàïèñûâàåòñß êàê x * y èëè y + x.
Àêñèîìîé ýêñòåíñèîíàëüíîñòè íàçûâàåòñß ñëåäóþùàß àêñèîìà.
Àêñèîìà ýêñòåíñèíàëüíîñòè.
À 1. (∀x)(∀y)((x ⊂ y è (y ⊂ x)⇒ (x = y)).
Èíòóèòèâíî ýòà àêñèîìà îçíà÷àåò, ÷òî äâà ìíîæåñòâà, èìåþùèå îäíè è òå æå
ýëåìåíòû, ðàâíû.
Äëß òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü x = y, äîñòàòî÷íî, ñòàëî áûòü, äîêàçàòü z ∈ y â òåîðèè,
ïîëó÷àåìîé ïðèñîåäèíåíèåì ãèïîòåçû z ∈ x, è z ∈ x â òåîðèè, ïîëó÷àåìîé ïðèñîåäèíå-
íèåì ãèïîòåçû z ∈ y, ãäå z áóêâà, îòëè÷íàß îò x è y è îò êîíñòàíò.
C48. Ïóñòü R-ñîîòíîøåíèå, x - áóêâà, y - áóêâà, îòëè÷íàß îò x è íå âñòðå÷àþùàßñß
â R. Ñîîòíîøåíèå (∀x)((x ∈ y)⇔ R) îäíîçíà÷íî ïî y.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü z - áóêâà, îòëè÷íàß îò x è íå âñòðå÷àþùàßñß âR. Ïðèñîåäèíèì
ãèïîòåçû (∀x)((x ∈ y) ⇔ R) è (∀x)((x ∈ z) ⇔ R). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àþòñß
òåîðåìû:
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(∀x)((x ∈ y)⇔ R) è ((x ∈ z)⇔ R),
(∀x)((x ∈ y)⇔ (x ∈ z)), y ⊂ z, z ⊂ y.
Ñîãëàñíî A1, y = z. Ýòî äîêàçûâàåò Ñ48.
Êîëëåêòèâèçèðóþùèå ñîîòíîøåíèß.
Ïóñòü R - ñîîòíîøåíèå, x - áóêâà. Åñëè y è y′ îáîçíà÷àþò áóêâû îòëè÷íûå îò x è
íå âñòðå÷àþùèåñß â R, òî ñîîòíîøåíèß (∃y)(∀x)((x ∈ y)⇔ R) è (∃y′)(∀x)((x ∈ y′)⇔ R)
òîæäåñòâåííû. Òàê îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèå (êîòîðîå íå ñîäåðæèò x) îáîçíà÷àåòñß
ñèìâîëîì CollxR.
Åñëè CollxR - òåîðåìà òåîðèè T, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå R ßâëßåòñß
êîëëåêòèâèçèðóþùèì ïî x è T. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ êîíñòàíòó,
îòëè÷íóþ îò êîíñòàíò òåîðèè T è íå âñòðå÷àþùóþñß â R, ñ ïîìîùüþ ââîäßùåé àêñèîìû
(∀x)((x ∈ a) ⇔ R), èëè - ÷òî òî æå ñàìîå, êîãäà a íå ßâëßåòñß êîíñòàíòîé â T, - ñ
ïîìîùüþ àêñèîìû (x ∈ a)⇔ R.
Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèß ñêàçàòü, ÷òî R -êîëëåêòèâèçèðóþùåå ïî x ñîîòíîøå-
íèå, çíà÷èò ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî, ÷òî îáúåêòû, îáëàäàþùèå ñâîé-
ñòâîì R, ñóòü â òî÷íîñòè ýëåìåíòû èç a.
Ïðèìåðû.
1. Ñîîòíîøåíèå x ∈ y î÷åâèäíûì îáðàçîì ßâëßåòñß êîëëåêòèâèçèðóþùèì ïî x.
2. Ñîîòíîøåíèå x /∈ x íå ßâëßåòñß êîëëåêòèâèçèðóþùèì ïî x.
C49. Ïóñòü R - ñîîòíîøåíèå, x - áóêâà. Åñëè R ßâëßåòñß êîëëåêòèâèçèðóþùèì ïî
x, òî ñîîòíîøåíèå (∀x)((x ∈ y) ⇔ R), ãäå y åñòü áóêâà, îòëè÷íàß îò x è íå
âñòðå÷àþùàßñß â R, ßâëßåòñß ôóíêöèîíàëüíûì ïî y.
Ýòî ñðàçó æå âûòåêàåò èç Ñ48.
Î÷åíü ÷àñòî â äàëüíåéøåì ìû áóåì ðàñïîëàãàòü òåîðåìîé âèäà CollxR. Òîãäà äëß
èçîáðàæåíèß òåðìà τy((∀x)((x ∈ y) ⇔ R)), íå çàâèñßùåãî îò âûáîðà áóêâû y (îòëè÷íîé
îò x è íå âñòðå÷àþùåéñß â R), áóäåò ââîäèòüñß ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë; ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü äëß ýòîé öåëè ñèìâîë Ex(R); ñîîòâåòñòâóþùèé òåðì íå ñîäåðæèò x. Èìåííî
îá ýòîì òåðìå áóäåò èäòè ðå÷ü, êîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü î "ìíîæåñòâå (âñåõ) òàêèõ x,
÷òî R" . Ïî îïðåäåëåíèþ ñîîòíîøåíèå (∀x)((x ∈ Ex(R)) ⇔ R) òîæäåñòâåííî ñ CollxR;
òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå R ýêâèâàëåíòíî â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèþ x ∈ Ex(S).
C50. Ïóñòü R, S - äâà ñîîòíîøåíèß, à x - áóêââà. Åñëè R è S ßâëßþòñß êîëëåêòèâè-
çèðóþùèìè ïî x, òî ñîîòíîøåíèå (∀x)(R ⇒ S) ýêâèâàëåíòíî ñ Ex(R) ⊂ Ex(S), à
ñîîòíîøåíèå (∀x)(R⇔ S) ýêâèâàëåíòíî ñ Ex(R) = Ex(S).
Àêñèîìà äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
À 2. (∀x)(∀y)Collz(z = x èëè z = y).
Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî Ex(z = x èëè z = y), åäèíñòâåííûìè ýëåìåíòàìè êîòî-
ðîãî ßâëßþòñß x è y, îáîçíà÷àåòñß ñèìâîëîì {x, y}.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå z ∈ {x, y} ýêâèâàëåíòíî ñ "z = x èëè z = y" .
Ìíîæåñòâî {x, x}, îáîçíà÷àåìîå ïðîñòî ñèìâîëîì {x}, íàçûâàåòñß ìíîæåñòâîì,
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò êîòîðîãî åñòü x (èëè ìíîæåñòâîì, ñîñòîßùèì èç åäèíñòâåííîãî
ýëåìåíòà x, èëè ìíîæåñòâîì, ñâîäßùèìñß ê åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó x), ñîîòíîøåíèå
z ∈ {x} ýêâèâàëåíòíî z = x, ñîîòíîøåíèå x ∈ X ýêâèâàëåíòíî {x} ⊂ X.
Ñõåìîé îòáîðà è îáúåäèíåíèß íàçûâàåòñß ñëåäóþùàß ñõåìà:
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S8. Ïóñòü R - ñîîòíîøåíèå, x è y - ðàçëè÷íûå áóêâû, X è Y - áóêâû, îòëè÷íûå îò x
è y è íå âñòðå÷àþùèåñß â R.
Ñîîòíîøåíèå
(∀y)(∃X)(∀x)(R⇒ (x ∈ X))⇒ (∀Y )Collx((∃y)((y ∈ Y ) è R)) åñòü àêñèîìà.
C51. Ïóñòü P - ñîîòíîøåíèå, A - ìíîæåñòâî è x - áóêâà, íå âñòðå÷àþùàßñß â A.
Ñîîòíîøåíèå "P è x ∈ A" ßâëßåòñß êîëëåêòèâèçèðóþùèì ïî x.
Òåîðåìà 2. Ñîîòíîøåíèå (∀x)(x /∈ X) ßâëßåòñß ôóíêöèîíàëüíûì ïî X.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå ñîîòíîøåíèå (∀x)(x /∈ X) âëå÷åò (∀Y )(X ⊂ Y ); ñòàëî
áûòü, â ñèëó àêñèîìû ýêñòåíñèîíàëüíîñòè ñîîòíîøåíèå (∀x)(x /∈ X) ßâëßåòñß îäíîçíà÷-
íûì ïî X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîîòíîøåíèå (∀x)(x /∈ CY Y ) âåðíî, à ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî
ñîîòíîøåíèå (∃X)(∀x)(x /∈ X) âåðíî. Ñèìâîë CAB îçíà÷àåò äîïîëíåíèå B â A.
Òåðì τX((∀x)(x /∈ X)), ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ,
èçîáðàæàåòñß ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì ∅, êîòîðûé íàçûâàåòñß ïóñòûì ìíîæåñòâîì.
Ñîîòíîøåíèå (∀x)(x /∈ X), ýêâèâàëåíòíîå X = ∅, ÷èòàåòñß òàê: "ìíîæåñòâî
ïóñòî". Òàêèì îáðàçîì, òåðì, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì ∅ åñòü
τ¬¬¬ ∈ τ¬¬ ∈ 
Çíàê = ßâëßåòñß â òåîðèè ìíîæåñòâ ñóáñòàíòèâíûì çíàêîì âåñà 2. Åñëè T, U -
òåðìû, òî, ñòàëî áûòü, çíàêîñî÷åòàíèå = TU åñòü òåðì; ýòîò òåðì îáîçíà÷àåòñß îáû÷-
íî ÷åðåç (T, U). Ïðè òàêèõ îáîçíà÷åíèßõ àêñèîìîé ïàðû íàçûâàåòñß ñëåäóþùàß àêñèîìà.
Àêñèîìà ïàðû.
À 3. (∀x)(∀x′)(∀y)(∀y′)((x, y) = (x′, y′)⇒ (x = x′ è y = y′)).
Ñîîòíîøåíèå (∃x)(∃y)(z = (x, y)) îáîçíà÷àþò ñëîâàìè "z åñòü ïàðà". Åñëè z -
ïàðà, òî ñîîòíîøåíèå (∃y)(z = (x, y)) è (∃x)(z = (x, y)) ßâëßþòñß ôóíêöèîíàëüíûìè
ïî x è y ñîîòâåòñîâåííî. Òåðìû τx((∃y)(z = (x, y))) è τy((∃x)(z = (x, y))) îáîçíà÷àþòñß
ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè pr1z è pr2z è íàçûâàþòñß ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé
êîîðäèíàòîé z.
Îïðåäåëåíèå: Ãîâîðßò, ÷òî g åñòü ãðàôèê, åñëè êàæäûé ýëåìåíò â g åñòü ïàðà,
èëè, èíà÷å ãîâîðß, åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:
(∀z)(z ∈ g)⇒ (z åñòü ïàðà)).
Ïóñòü R[x, y] - ñîîòíîøåíèå, x è y - ðàçëè÷íûå áóêâû. Ïóñòü g - áóêâà, îòëè÷íàß
îò x è y è íå âñòðå÷àþùàßñß â R. Åñëè ñîîòíîøåíèå
(∃g)(g åñòü ãðàôèê è (∀x)(∀y)(R⇔ ((x, y) ∈ g))
âåðíî, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî R îáëàäàåò ãðàôèêîì ïî áóêâàì x è y. Òîãäà ãðàôèê g åäèí-
ñòâåííûé â ñèëó àêñèîìû ýêñòåíöèîíàëüíîñòè è íàçûâàåòñß ãðàôèêîì ñîîòíîøåíèß R
ïî x è y.
Åù¼ îäíî âàæíîå â ïîñòðîåíèè ôîðìàëèçàöèè òåîðèè ìíîæåñòâ îïðåäåëåíèå. Ñî-
îòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâîì A è ìíîæåñòâîì B íàçûâàåòñß òðîéêà Γ = (g, A,B),
ãäå g - ãðàôèê, òàêîé ÷òî pr1g ⊂ A è pr2g ⊂ B. Ìû ãîâîðèì, ÷òî g - åñòü ãðàôèê
ñîîòâåòñòâèß, Γ, A - îáëàñòü îòïðàâëåíèß è B - îáëàñòü ïðèáûòèß ñîîòâåòñòâèß.
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Âàæíî òàêæå ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Ãðàôèê F åñòü ôóíêöèîíàëüíûé ãðàôèê, åñëè äëß êàæäîãî x ñóùåñòâóåò íå áîëåå
÷åì îäèí îáúåêò, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó x îòíîñèòåëüíî F . Ñîîòâåòñòâèå f = (F,A,B)
åñòü ôóíêöèß, åñëè åãî ãðàôèê F åñòü ôóíêöèîíàëüíûé ãðàôèê, à åãî îáëàñòü îòïðàâ-
ëåíèß A ðàâíà åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèß pr1F .
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ ôóíêöèîíàëüíûé ãðàôèê íàçûâàòåñß òàêæå ñåìåéñòâîì; îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèß íàçûâàåòñß òîãäà ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ, à îáëàñòü çíà÷åíèé - ìíîæå-
ñòâîì ýëåìåíòâîâ ñåìåéñòâà.
Âîò êàê, íàïðèìåð, èñïîëüçóåòñß îïðåäåëåíèå ñåìåéñòâà.
Ïóñòü (Xi)i∈I - ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî Ex((∃i)(i ∈ I è x ∈ Xi)), íàçûâà-
åòñß îáúåäèíåíèåì ýòîãî ñåìåéñòâà è îáîçíà÷àåòñß ñèìâîëîì
⋃
i∈I Xi.
Ñèëüíî ñæàòîå îïèñàíèå ôîðìàëèçàöèè òåîðèè ìíîæåñòâ, äàííîé Áóðáàêè,
çàêîí÷èì ïðèâåäåíèåì ïîñëåäíèõ àêñèîì.
Àêñèîìà ìíîæåñòâà ÷àñòåé.
À 4. (∀X)CollY (Y ⊂ X)
Ãîâîðßò, ÷òî ìíîæåñòâî X ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó Y , åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X íà Y . Îïèñàííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó X è Y
îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç Eq(X, Y ). Ìíîæåñòâî τz(Eq(X,Z)) íàçûâàåòñß êàðäèíàëüíûì ÷èñ-
ëîì ìíîæåñòâà X, èëè ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà, îáîçíà÷àåòñß Card(X).
Íàòóðàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñß êàðäèíàëüíîå ÷èñëî n, äëß êîòîðîãî n 6= n+ 1.
Ìíîæåñòâî E êîíå÷íî, åñëè Card(E) êîíå÷íîå (íàòóðàëüíîå) ÷èñëî.
Ïîñëåäíßß àêñèîìà
À 5. (àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè) Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå (íå ßâëßþùååñß êîíå÷íûì)
ìíîæåñòâî.
Îáùèå çàìå÷àíèß.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ "ïðèâû÷íûìè" íàì àêñèîìàòèçàöèßìè (íàïðèìåð, ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêè) ó Áóðáàêè â ôîðìàëüíûõ ïðåäëîæåíèßõ, ïîëíîñòüþ ðàñïèñàííûõ, à íå
îáîçíà÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíßòûõ ñîãëàøåíèé, íåò:
à) Ñêîáîê. Ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ âîññòàíàâëèâàåò ñòðóêòóðó ïîëó÷åíèß
ôîðìóëû-ïðåäëîæåíèß. Ñòðóêòóðà ñàìîãî ïðåäëîæåíèß "îïðåäåëßåò ñêîáêè".
á) Ïðåäèêàòíûõ áóêâ ñ ïðèäàííûìè ïåðåìåííûìè, òèïà A(x, y), . . .
â) Êâàíòîðîâ ∀,∃ êàê èñõîäíûõ ôîðìàëüíûõ ñèìâîëîâ. Âìåñòî íèõ ñèìâîëû τ è 
ñâîèì "âçàèìîäåéñòâèåì" ïîðîæäàþò êâàíòîðû íåßâíî.
ã) Ñîîòâåòñòâåííî, íåò ñâßçàííûõ ïåðåìåííûõ.
ä) Åñòü âñåãî îäíî ïðàâèëî âûâîäà.
Áóðáàêè øàã çà øàãîì ïîêàçûâàåò, ÷òî â åãî ôîðìàëèçàöèè òåîðèè ìíîæåñòâ
çíàêîìûå íàì ïî êàíîíè÷åñêîìó èçëîæåíèþ òåîðèè òåîðåìû è ïðèíöèïû ðàññóæäåíèß
ïðåäñòàâèìû ôîðìàëüíûìè òåîðåìàìè. Èíòåðåñíî, êàê èíòåðïðåòèðóåòñß â åãî ôîðìà-
ëèçàöèè ìàòåìàòèêè ãåäåëåâêàß ôîðìóëà Ap(p), èñòèííàß ïðè ñîäåðæàòåëüíîé èíòåð-
ïðåòàöèè, íî íåäîêàçóåìàß è íåîïðîâåðæèìàß ïðè äàííîé ôîðìàëèçàöèè?
23
Ðóêîâîäßùåé èäååé èçëîæåíèß Áóðáàêè ìîæíî ñ÷èòàòü ñòðåìëåíèå íå ïðåäñòàâ-
ëßòü ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû ïðåäìåòíî, à ïðåäñòàâëßòü èõ èäåàëüíî, ÷åðåç èõ îðãà-
íèçóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêèé ìàòåðèàë ðîëü. Ñðàâíèòå ñ çàìå÷àíèåì Òðóñäåëëà: "Ìû íå
çíàåì, ÷òî îíè. Íî ìû çíàåì, ÷òî ñ íèìè ìîæíî äåëàòü".
Ïðîäîëæåíèå ëåêöèè 3. Òåîðèß ìíîæåñòâ Öåðìåëî-
Ôðåíêåëß.
Ïðåæäå ÷åì èçëîæèòü àêñèîìû ñèñòåìû, ìû îïèøåì èíòóèíèòâíóþ ìîäåëü ýòîé
òåîðèè. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ñíà÷àëà â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ïîíßòèé íóëåâîå
(ïóñòîå) ìíîæåñòâî ∧ è îïåðàöèþ P , ïîðîæäàþùóþ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ. Èç
îïðåäåëåíèß P íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî
P (∧) åñòü {∧}, P ({∧}){∧, {∧}},
P{∧, {∧}} åñòü {∧, {∧}, {{∧}}, {∧, {∧}}} è ò.ä.,
ãäå {x} åñòü åäèíè÷íîå ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå îáúåêòîì x, {x, y} åñòü ìíîæåñòâî, åäèí-
ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ßâëßþòñß x è y, è ò.ä. Ïóñòü p(k) îáîçíà÷àåò k-å ìíî-
æåñòâî, ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì, îòïðàâëßßñü îò ∧, ïðè÷åì p(0) åñòü ∧, à p(m) åñòü
ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ p(m−1). Ïðîäîëæàß ýòîò ïðîöåññ, äëß êàæäîãî êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà n ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî ñ áîëüøèì ÷åì n ÷èñëîì ÷ëåíîâ, íî íèêîãäà íåëüçß
ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó äëß ïîñòðîåíèß òåîðèè ìíîæåñòâ íåîáõî-
äèìî íàëè÷èå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ìû ââåäåì íîâîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî I, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå âõîäßùèå â p(k), (k - êîíå÷íîå ÷èñëî)
ìíîæåñòâà:
I = {∧, {∧}, {{∧}}, {∧, {∧}}, . . .}
Òåïåðü ê ýòîìó ìíîæåñòâó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü îïåðàöèþ P è ïîëó÷èòü êëàññû
P (I), P (P (I)) è ò. ä. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü k-å ìíîæåñòâî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîæåñòâ ïîñðåäñòâîì p(ω + k). ãäå p(ω) åñòü I, à p(ω + k) åñòü P (p(ω + k − 1)). Ìû
ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íóþ èåðàðõèþ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, óïîðßäî÷åí-
íûõ ïî âîçðàñòàíèþ èõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë. Äàëåå îïðåäåëßåòñß ïðîñòðàíñòâî S êàê
ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ p(g)(g = 0, 1, . . . , ω, ω + 1, . . .). Ïîñòðàíñòâî S äàåò ìîäåëü
òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî. ×èòàòåëü ñìîæåò ñàì ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî òàê.
Ôîðìàëüíàß ñèñòåìà Öåðìåëî Z ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìå-
åòñß òîëüêî îäèí âèä ïåðåìåííûõ x, y, . . ., ïðåäñòàâëßþùèõ ìíîæåñòâà, è ïåðâè÷íûé
ïðåäèêàò ∈, óêàçûâàþùèé íà îòíîøåíèå ÷ëåíà ê êëàññó ("ïðèíàäëåæèò"). Àòîìàðíûå
ïðåäëîæåíèß èìåþò òîëüêî ñëåäóþùèé âèä: x ∈ y, z ∈ ω. Îòïðàâëßßñü îò íèõ, ïîñðåä-
ñòâîì ñâßçîê ýëåìåíòàðíîé ëîãèêè è êâàíòîðîâ ñòðîßòñß äðóãèå ïðåäëîæåíèß; ïðåäïîëà-
ãàåòñß, ÷òî ïðèíèìàþòñß àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà ýëåìåíòàðíîé ëîãèêè. Ñîáñòâåííî
àêñèîìàìè ñèñòåìû Z ßâëßþòñß ñëåäóþùèå:
Z 1. Àêñèîìà îáúåìíîñòè. Â ýòîé àêñèîìå óòâåðæàåòñß, ÷òî âñßêîå ìíîæåñòâî
îïðåäåëßåòñß ñâîèìè ýëåìåíòàìè, ò.å. åñëè äâà ìíîæåñòâà èìåþò îäíè è òå æå
÷ëåíû, òî âñå, ÷òî âûïîëíßåòñß äëß îäíîãî ìíîæåñòâà, âûïîëíßåòñß è äëß äðóãîãî:
x = y îïðåäåëßåòñß êàê áîëåå êðàòêàß çàïèñü âûðàæåíèß (z).(z ∈ x ≡ z ∈ y), è àêñèîìà
òîãäà çàïèñûâàåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x = y ⊃ (ω).(x ∈ ω ⊃ y ∈ ω).
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Z 2. Àêñèîìà îáúåäèíåíèß. Åñëè äàíû äâà ìíîæåñòâà x è y, òî {x, y} òàêæå
ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì, ò.å.
(Eω).(z).[z ∈ ω ≡ (z = x ∨ z = y)].
Z 3. Àêñèîìà âûäåëåíèß (Aussonderungs-axiom). Äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà z è
ïðåäëîæåíèß F (x) ñèñòåìû Z ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî z, ñîäåðæàùåå âñå òå è
òîëüêî òå ìíîæåñòâà x, äëß êîòîðûõ F (x) èñòèííî.
Ñèìâîëè÷åñêè:
(z).(Ey).(x).(x ∈ y ≡ [x ∈ z & F (x)]),
ãäå y íå âõîäèò â F (x).
Z 4. Àêñèîìà ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ. Äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ:
(z).(Ey).(x).[x ∈ y ≡ (ω).(ω ∈ x ⊃ ω ∈ z)].
Z 5. Àêñèîìà ìíîæåñòâà-ñóììû. Äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò åãî
ìíîæåñòâî-ñóììà:
(z).(Ey).(x).[x ∈ y ≡ (Eω).(x ∈ ω & ω ∈ z)].
Z 6. Àêñèîìà âûáîðà (àêñèîìà óìíîæåíèß). Åñëè x åñòü ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû
êîòîðîãî íå ïóñòû è íå èìåþò îáùèõ ÷ëåíîâ, òî åãî ìíîæåñòâî-ñóììà ñîäåðæèò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ïîäìíîæåñòâî u, èìåþùåå â òî÷íîñòè îäèí îáùèé ýëåìåíò ñ
êàæäûì åãî ÷ëåíîì:
(x).[(y).(z).((y ∈ x & z ∈ x) ⊃ [(Eω).ω ∈ y & ∼ (Eω).(ω ∈ y & ω ∈ z)])
⊃ (Eu).y.(y ∈ x ⊃ (Ev).(t).[t = v ≡ (t ∈ u & t ∈ y)])].
Z 7. Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò â êà÷å-
ñòâå ñâîåãî ýëåìåíòà íóëåâîå ìíîæåñòâî è êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûì ñâîèì ýëåìåíòîì
x ñîäåðæèò åäèíè÷íîå ìíîæåñòâî {x}.
Â ñèìâîëàõ:
(Ez).[∧ ∈ z & (x).(x ∈ z ⊃ {x} ∈ z)].
Îñíîâíàß èäåß ýòîé àêñèîìû âîñõîäèò ê Äåäåêèíäó, íî äëß äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
ïðèíöèïà íåîáõîäèìî èìåòü ïîíßòèå óìíîæåíèß îáúåêòîâ, ïîíßòèå îáúåêòîâ, ïîíßòèå
ïîíßòèé è ò.ä., è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñðåäñòâàìè ñèñòåì, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ çäåñü è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
Z 8. Àêñèîìà îãðàíè÷åíèß (Fundierungs-axiom). Äëß âñßêîãî ïðåäëîæåíèß F (x)
èç ñèñòåìû Z, òàêîãî, ÷òî (Ex)F (x), ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî y, òàêîå, ÷òî F (y)
èñòèííî, íî íè äëß êàêîé åãî ÷àñòè Z F (z) íå ßâëßåòñß èñòèííûì.
Â ñèìâîëàõ:
(Ex).F (x) ⊃ (Ey).(F (y) & (z) ∼ [z ∈ y & F (z)]).
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Z 9. Àêñèîìà ïîäñòàíîâêè (Ersetzungs-axiom). Åñëè îäíà èç âçàèìíîîäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó îáëàñòåé ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì, òî è äðóãàß òàêæå
ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äàíî òàêîå ïðåäëîæåíèå F (u, v), ÷òî
(x).(y).(z).(ω).([F (x, y) & F (z, ω)] ⊃ [(x = z) ≡ (y = ω)]),
è åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ u òàêèõ, ÷òî (Ev)F (u, v) èñòèííî, òî ñóùå-
ñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ v, òàêèõ, ÷òî (Eu)F (u, v) èñòèííî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Í. Áóðáàêè. Òåîðèß ìíîæåñòâ. Ì. Èçäàòåëüñòâî "Ìèð". 1965 ã. 456ñ.
[2] Âàí Õàî, Ð. Ìàê-Íîòîí. Àêñèîìàòè÷åñêèå ñèñòåìû òåîðèè ìíîæåñòâ. Ì. "ÈË". 1963
ã.
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Ëåêöèß 4. Ðàöèîíàëüíûå ïðèíöèïû
ìåòàìàòåìàòèêè.
”
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå î ìàòåìàòèêå ìîæåò áûòü íåâåðíûì èççà
îøèáî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé î òîì, êàê âåëèêèå ìàòåìàòèêè äåëàëè ñâîå äåëî.
Íåçíàíèå òîãî, êàê èìåííî ðàáîòàþò ìàòåìàòèêè, âåäåò íå òîëüêî ê íåïîíèìà-
íèþ ïðèðîäû ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, íî è â íåêîòîðîé ñòåïåíè ßâëß-
åòñß ïðè÷èíîé íåïîïóëßðíîñòè ýòîé íàóêè. Êîíå÷íî ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèé,
êîòîðûé îáû÷íî ïðèíèìàåò ôîðìó òåîðåìû, âûãëßäèò â ïåðåðàáîòàííîì è îò-
øëèôîâàííîì âèäå òàê, ÷òî ïî÷òè âñåãäà îêàçûâàåòñß ñëèøêîì íåïîíßòíûì
äëß ëþäåé, íå èìåþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãîòîâêè. Ïîñòîðîííåìó ÷åëîâå-
êó òðóäíî óâèäåòü êðàñîòó â ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóëèðîâêàõ, êîòîðûå ñîäåð-
æàò ìíîãî òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé è ÷èñòîé ëîãèêè. Îäíàêî ñàì èññëåäîâàòåëü
øåë íå ïî òàêîìó ßñíîìó è ëîãè÷åñêîìó ïóòè, à äîëãî áëóæäàë â êðîìåøíîé
òüìå â äðåìó÷åì ëåñó ÷èñåë â ïîèñêàõ åäâà ðàçëè÷èìûõ òðîïèíîê“.
”
. . .ìàòåìàòèêà èññëåäóåò ñàìûå òàéíûå èíòåëëåêòóàëüíûå ëàíäøàôòû.“
Ýíðèêå Ãðàñèàí.
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1 Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ïðèíöèïîâ
1. Â ðàöèîíàëüíûõ ïðèíöèïàõ îòñóòñòâóåò ÷åòêàß è æåñòêàß ôîðìóëèðîâêà êàê ó
òåîðåì. Ñèëà ïðèíöèïà çàâèñèò îò ñèëû è âûðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâ ßçûêà. Äîïóñ-
êàþòñß ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè è âàðèàöèè. Îáíàðóæèâàåòñß ðîëü ßçûêà. ßçûê
 ïðåäìûøëåíèå.
2. Äëß ñâîåé ðåàëèçàöèè ïðèíöèïó òðåáóþòñß äîïîëíèòåëüíûå óñèëèß íàøåé ìûñëè.
3. Ïðèíöèïû ñîòðóäíè÷àþò ñ èíòóèöèåé è íå ñâîäßòñß ê àëãîðèòìàì. Àëãîðèòìû
æåñòêî ðåãëàìåíòèðóþò äåéñòâèß, ïðèíöèïû  íåò. Ïðèíöèïû ñëîâåñíî îôîðìëå-
íû (è â ýòîì ðîëü ñëîâà! Íàñêîëüêî õîðîøî âëàäååò èññëåäîâàòåëü ñëîâîì!), íî
ïðåäëîæåíèß íå æåñòêèå, îäíîçíà÷íûå ïðåäïèñàíèß. Áîãàòñòâî ßçûêà è ñðåäñòâ
ßçûêîâîãî âûðàæåíèß ïîçâîëßåò èññëåäîâàòåëþ äàâàòü ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè
äëß ñëîæèâøåéñß ñèòóàöèè è òåì ñàìûì äàåò ðàçëè÷íûå îòòåíêè ïðîáëåìû è áîëåå
ãëóáîêîå ïîíèìàíèå å¼.
Èòàê, ðîëü ðå÷è è ñëîâ (
”
ïðåäìàòåðèè“ ìûøëåíèß) â èññëåäîâàíèè âåëèêà. Ôîð-
ìóëèðóß â ñëîâàõ, ìû óæå íåâîëüíî îáîáùàåì çàäà÷ó. Ñëîâà ïðè îñìûñëåíèè ïðî-
áëåìû âñåãäà ïðèîáðåòàþò ôèëîñîôñêèé îòòåíîê.
4. Óì íà÷èíàåò ðàáîòàòü ñ îòðèöàíèß íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèíèìàåìîé êàðòèíû.
Ïðîíèêíóòü
”
çà“ íåïîñðåäñòâåííóþ äàííîñòü ïîìîãàþò ïðèíöèïû, âûðàáîòàííûå
èññëåäîâàòåëåì äëß îðãàíèçàöèè âîñïðèíèìàåìûõ ôàêòîâ. Ïðèíöèïû êàê áû ìå-
äèòèðóþò íàïðßæåíèå, íåîáõîäèìîå äëß ïðîäâèæåíèß ìûñëè çà î÷åâèäíîñòü.
”
Íåëüçß îáúßòü íåîáúßòíîå“  ëþáèë ãîâîðèòü Êîçüìà Ïðóòêîâ. Íî íàêîïëåíèå
”
ïåðåæèòûõ“ èññëåäîâàòåëåì ïðèíöèïîâ ïîçâîëßåò îõâàòûâàòü ïóòåì èåðàðõè÷å-
ñêîé èõ îðãàíèçàöèè âñå áîëüøóþ òåððèòîðèþ íàóêè.
5. Åñòü ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé
”
ìàòåìàòèêè“, ïðåäëîæåííûõ â ðàçíîå âðåìß. Ðàñ-
ñìîòðèì îäíî èç ýòèõ îïðåäåëåíèé.
Ìàòåìàòèêà  ýòî íàóêà, èñòîðè÷åñêè îñíîâàííàß íà ðåøåíèè çàäà÷ î êîëè÷åñòâåí-
íûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîîòíîøåíèßõ ðåàëüíîãî ìèðà ïóò¼ì èäåàëèçàöèè íåîá-
õîäèìûõ äëß ýòîãî ñâîéñòâ îáúåêòîâ è ôîðìàëèçàöèè ýòèõ çàäà÷. Ýòî îïðåäåëåíèå
ìàëî ÷òî äàåò êàê ïðèíöèï äåéñòâèß, íàïðàâëåííîãî íà ïîèñê èäåé, ðåøàþùèõ
çàäà÷ó.
Áàçîâûì äëß íàñ ïðèíöèïîì áóäåò îïðåäåëåíèå: ìûøëåíèå (â òîì ÷èñëå ìàòåìà-
òè÷åñêîå) åñòü äåéñòâèå è ðåôëåêñèß íà äåéñòâèå.
Ñíà÷àëà íåñêîëüêî îáùèõ ñëîâ ïî ïîâîäó ýòîãî îïðåäåëåíèß, çàòåì ïðèìåð.
Äåéñòâèòåëüíî, íåîáõîäèìîé îïîðîé ðåøåíèß ìíîãèõ çàäà÷ ßâëßþòñß ïðàêòè÷å-
ñêèå äåéñòâèß, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷å è ïîèñêàì åå ðåøåíèß. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
÷åëîâåê íåðåäêî ìàíèïóëèðóåò ñ îáúåêòàìè (èëè ïðåäìåòàìè) è òîëüêî òàêèì ïóòåì íà-
õîäèò å¼ ðåøåíèå. Íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå øêîëüíîãî îáó÷åíèß ìíîãèå ó÷àùèåñß ìîãóò
ðåøàòü àðèôìåòè÷åñêèå çàäà÷è, òîëüêî îïåðèðóß ñ ðåàëüíûìè ïðåäìåòàìè, î êîòîðûõ
èäåò ðå÷ü â çàäà÷àõ.
Ïðàêòè÷åñêèå äåéñòâèß ïîçâîëßþò íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèíèìàòü ðåçóëüòàòû îò-
äåëüíûõ ýòàïîâ ðåøåíèß çàäà÷è, ëó÷øå çíàêîìèòüñß ñ íèìè. Ïî ìåðå âûïîëíåíèß äåé-
ñòâèé ïîëó÷àþòñß íîâûå ïîäðîáíîñòè, ÷òî ïîçâîëßåò ïî-íîâîìó âçãëßíóòü íà ïðîáëåìó,
à òàêæå, âîçìîæíî, äîñòèãàåòñß ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, â ñèëó ÷åãî îíà óïðîùàåòñß,
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è ýòî îáëåã÷àåò åå ðåøåíèå â öåëîì. Ïðàêòè÷åñêèå äåéñòâèß ñëóæàò îñíîâîé ïðîâåðêè
ïðåäïîëîæåíèé, äàþò âîçìîæíîñòü ñóäèòü î ïðàâèëüíîñòè èëè îøèáî÷íîñòè ãèïîòåç.
Ýòè äåéñòâèß îñîáåííî íåîáõîäèìû òîãäà, êîãäà âîçíèêàþò çàòðóäíåíèß â ìûñëåííîì
ïðåäñòàâëåíèè òîãî, ÷òî íåîáõîäèìî äëß ðåøåíèß çàäà÷è. Òàê áûâàåò, íàïðèìåð, íåðåäêî
òîãäà, êîãäà ïðèõîäèòñß èìåòü äåëî ñ êðóïíûìè çàäà÷àìè, ñî ñëîæíûì âçàèìîäåéñòâèåì
èõ ÷àñòåé, ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì íàìå÷àåìûõ äåéñòâèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ íåäîñòà-
òî÷íî ÷åòêî ïðåäñòàâëßþòñß â
”
ìûñëåííîé“ ôîðìå. Õîðîøî èçâåñòíî, êàê òðóäíî ìíî-
ãèì ó÷åíèêàì íàìåòèòü õîä ðåøåíèß çàäà÷è, êîãäà îíè ëèøåíû âîçìîæíîñòè ðåàëüíî
âûïîëíßòü íàìå÷àåìûå äåéñòâèß, è êàê îáëåã÷àåòñß åå ðåøåíèå, åñëè òàêàß âîçìîæíîñòü
èìååòñß, è ó÷åíèê ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíßåò îäíî äåéñòâèå çà äðóãèì.
Òî, ÷òî ìûøëåíèå  ýòî íà 90% äåéñòâèå îñîáåííî ßñíî âîñïðèíèìàåòñß íà îáó÷å-
íèè ñëåïî-ãëóõî-íåìûõ äåòåé. Ðå÷ü, ñëîâî äëß íèõ çàìåíßþòñß òàêòèëüíûìè îùóùåíè-
ßìè îò äâèæåíèé ðóê, ïàëüöåâ. Åñòü ïðîøåäøèå ýòó øêîëó ó÷åíûå, ðàáîòàâøèå, íàïðè-
ìåð, â ÌÃÓ.
À òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó:
Êàæäàß òî÷êà ïëîñêîñòè îêðàøåíà â îäèí èç òðåõ öâåòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî âñåãäà
íàéäóòñß äâå òî÷êè, îäèíàêîâî îêðàøåííûå è îòñòîßùèå äðóã îò äðóãà íà íåêîòîðîå
çàäàííîå ðàññòîßíèß (1ì).
1) Îïèðàßñü íà äàííûé ïðèíöèï, íà÷íåì âûïîëíßòü äåéñòâèß, ñîîòâåòñòâóþùèå äàí-
íîé çàäà÷å. Ñàìîå ïðîñòîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü  ýòî ïîñòàâèòü òî÷êó, îêðàøåííóþ
â îäèí èç òðåõ öâåòîâ. Òàê è ïîñòóïèì.
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2) Ðàññìîòðèì, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü íà ñëåäóþùåì øàãå è, èñõîäß èç ïîñòàíîâêè
çàäà÷è è ïåðâîãî äåéñòâèß, âîçüìåì åùå îäíó òî÷êó äðóãîãî öâåòà, óäàëåííóþ îò
ïåðâîé íà çàäàííîå ðàññòîßíèå  1ì. Åñëè æå òî÷êà îêðàøåíà êàê è ïðåäûäóùàß,
òî çàäà÷à ðåøåíà.
1 2
1ì
3) Íà òðåòüåì øàãå íàïðàøèâàåòñß äîáàâëåíèå òðåòüåé òî÷êè, ðàâíîîòñòîßùåé îò
ïåðâûõ äâóõ.
1
2
3
Åñëè îíà îêðàøåíà îäíèì èç öâåòîâ äâóõ
ïðåäûäóùèõ, òî çàäà÷à ðåøåíà. Ïîýòîìó
ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå âåðøèíû ïîëó÷åí-
íîãî ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà îêðà-
øåíû ðàçíûìè öâåòàìè îò 1 äî 3.
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4) Òåïåðü âîçüìåì íîâóþ òî÷êó, ðàâíîîòñòîßùóþ îò òî÷åê öâåòà 2 è 3, åñëè íîâàß
òî÷êà îêðàøåíà â öâåò 2 èëè 3, òî çàäà÷à ðåøåíà.
2
1
3
1
Îñìûñëèì ïîëó÷èâøóþñß ñèòóàöèþ, êî-
ãäà íîâàß òî÷êà èìååò öâåò 1. Âûõîäèò, ÷òî
ïðè ñäâèãå îò ïåðâîíà÷àëüíîé òî÷êè öâåòà
1 â ëþáîì íàïðàâëåíèè íà ðàññòîßíèå äâóõ
âûñîò ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ò.å.
íà
√
3ì, ìû ïîëó÷àåì òî÷êè îäíîãî öâåòà
1.
Âñå òî÷êè íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà
√
3ì áóäóò îêðàøåíû öâåòîì 1 è ñðåäè íèõ
íàéäóòñß îòñòîßùèå íà 1ì äðóã îò äðóãà.
2
1
3
1
2 1
3
1ì
Ðåçþìå:
Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòîå ïîâòîðåíèå óæå äàåò ðåçóëüòàò! Âîçìîæíî, ÷òî ýòî
åùå íå ðåøàåò íàøó çàäà÷ó, íî íîâûé âçãëßä íà ñèòóàöèþ ïðèíîñèò. Ýòî óæå òî÷íî!
Åñëè ðåôëåêñèß íà íîâóþ ñèòóàöèþ ïîñëå 4-îãî øàãà
”
íå ñðàáîòàëà“, ìîæíî ïî-
âòîðßòü âûáîð íîâûõ òî÷åê. Â êîíöå êîíöîâ
”
êîëè÷åñòâî ïåðåéäåò â êà÷åñòâî“:
1
2
3
1
2
3
1
Ïîñëå âûáîðà 7 òî÷åê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, ìû ëåãêî óñìàòðèâàåì â ñèòóàöèè
òî, ÷òî, ïðîõîäß 3ì â ëþáîì íàïðàâëåíèè, ìû èëè ïîëó÷àåì
”
ïî ïóòè“ èñêîìûå äâå
òî÷êè, èëè
”
çàêëþ÷èòåëüíàß“ òî÷êà òîæå èìååò öâåò 1. Ñëåäîâàòåëüíî, âñß îêðóæíîñòü
ðàäèóñà 3 èìååò öâåò 1.
Â öåëîì íóæíî ñêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëåíèå ïðîòåêàåò â åäèíñòâå òà-
êèõ ìîìåíòîâ, êàê:
1) Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàòåðèàë,
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2) Àáñòðàêòíî-ôèëîñîôñêîå âûðàæåíèå îñîçíàííûõ ôàêòîâ,
3) Ïðèñóòñòâèå ïñèõîëîãèè äóìàþùåãî,
4) ßçûê, êàê òà îïðåäåëåííîñòü, êîòîðàß íåäîñòàòî÷íî îïðåäåëåíà, íî äîñòàòî÷íî
îãðàíè÷èâàåò íàïðàâëåíèå ìûñëè. Åãî íåîïðåäåëåííîñòü ïîðîæäàåò âîçìîæíîñòè.
5) Èíòóèöèß.
Èíòóèöèß ïîäñêàçûâàåò, íî íå äîêàçûâàåò. Èíòóèöèß ìîæåò è îáìàíóòü. Ðàññìîòðèì,
íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íà ðèñóíêå 1 äàíû äâå ôèãóðû èç óïðóãîãî ðàñòßæèìîãî
ìàòåðèàëà (ðåçèíà). Ìîæíî ëè îäíó ôèãóðó ïðîäåôîðìèðîâàòü â äðóãóþ, íå ðàçðûâàß?
C
Ðèñ.1.
B ←→ A
Ðèñ.2.
Èíòóèöèß ãîâîðèò, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü. Íî íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíà âîçìîæíàß
äåôîðìàöèß:
”
ðàçäóâàåì“ ñîåäèíßþùóþ
”
êîëüöà“ òðóáêó C è ñêîëüçßùåé äåôîðìàöèåé
ïî
”
ðàçäóòîé“ ïîâåðõíîñòè ìåíßåì ìåñòàìè ó÷àñòêè A è B.
Äðóãàß çàäà÷à. Ïóñòü äàí óïðóãèé øàð. Ìîæíî ëè íå ðàçðûâàß øàð ñäåëàòü èç
íåãî ñôåðó? Èíòóèöèß ñ î÷åâèäíîñòüþ ãîâîðèò, ÷òî ýòîãî ñäåëàòü íåëüçß. Íî ñòðîãî
ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî.
2 Äåéñòâîâàòü ìîæíî íà÷àòü, ðåàëèçóß, ïðàâèëà, ïðèí-
öèïû, ñâåäåííûå çíàìåíèòûì ìàòåìàòèêîì Ä.Ïîéà â
òàáëèöó. Ýòî ïðèíöèïû ïåðâîãî óðîâíß.
Â ñâîåé êíèãå
”
Êàê ðåøàòü çàäà÷ó“ Ä.Ïîéà ïðèâîäèò ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè.
1. Ïîíèìàíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Íóæíî ßñíî ïîíßòü çàäà÷ó. ×òî èçâåñòíî? ×òî äà-
íî? Â ÷åì ñîñòîèò óñëîâèå? Âîçìîæíî ëè óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ? Äîñòàòî÷íî ëè
óñëîâèß äëß îïðåäåëåíèß íåèçâåñòíîãî? Èëè íåäîñòàòî÷íî? Èëè ÷ðåçìåðíî? Èëè
ïðîòèâîðå÷èâî? Ñäåëàéòå ÷åðòåæ. Ââåäèòå ïîäõîäßùèå îáîçíà÷åíèß. Ðàçäåëèòå
óñëîâèß íà ÷àñòè. Ïîñòàðàéòåñü çàïèñàòü.
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2. Ñîñòàâëåíèå ïëàíà ðåøåíèß. Íóæíî íàéòè ñâßçü ìåæäó äàííûìè è íåèçâåñòíûìè.
Åñëè íå óäàåòñß ñðàçó îáíàðóæèòü ýòó ñâßçü, âîçìîæíî, ïîëåçíî ïðèéòè ê ïëàíó
ðåøåíèß. Íå âñòðå÷àëàñü ëè âàì ýòà çàäà÷à? Õîòß áû â íåñêîëüêî äðóãîé ôîðìå?
Èçâåñòíà ëè âàì êàêàß-íèáóäü ðîäñòâåííàß çàäà÷à? Íå çíàåòå ëè òåîðåìû, êîòîðàß
ìîãëà áû îêàçàòüñß ïîëåçíîé? Ðàññìîòðèòå íåèçâåñòíîå! È ïîñòàðàéòåñü âñïîìíèòü
çíàêîìóþ çàäà÷ó ñ òåì æå èëè ïîäîáíûì íåèçâåñòíûì. Âîò çàäà÷à, ðîäñòâåííàß
ñ äàííîé è óæå ðåøåííàß. Íåëüçß ëè âîñïîëüçîâàòüñß åþ? Íåëüçß ïðèìåíèòü åå
ðåçóëüòàò? Íåëüçß ëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä åå ðåøåíèß? Íå ñëåäóåò ëè ââåñòè êàêîé-
íèáóäü âñïîìîãàòåëüíûé ýëåìåíò, ÷òîáû ñòàëî âîçìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß ïðåæíåé
çàäà÷åé? Íåëüçß ëè èíà÷å ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó? Åùå èíà÷å? Âåðíèòåñü ê îïðå-
äåëåíèßì. Åñëè íå óäàåòñß ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó, ïîïûòàéòåñü ñíà÷àëà ðåøèòü
ñõîäíóþ. Íåëüçß ëè ïðèäóìàòü áîëåå äîñòóïíóþ ñõîäíóþ çàäà÷ó? Áîëåå îáùóþ?
Áîëåå ÷àñòíóþ? Àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó? Íåëüçß ëè ðåøèòü ÷àñòü çàäà÷è? Ñîõðà-
íèòü òîëüêî ÷àñòü óñëîâèß, îòáðîñèâ îñòàëüíóþ ÷àñòü: íàñêîëüêî îïðåäåëåííûì
îêàæåòñß òîãäà íåèçâåñòíîå; êàê îíî ìîæåò ìåíßòüñß? Íåëüçß ëè èçâëå÷ü ÷òî-ëèáî
ïîëåçíîå èç äàííûõ? Íåëüçß ëè ïðèäóìàòü äðóãèå äàííûå, èç êîòîðûõ ìîæíî áûëî
áû îïðåäåëèòü íåèçâåñòíîå, èëè äàííûå, èëè, åñëè íåîáõîäèìî, è òîè äðóãîå òàê,
÷òîáû íîâîå íåèçâåñòíîå è íîâûå äàííûå îêàçàëèñü áëèæå äðóã ê äðóãó? Âñå ëè
äàííûå âàìè èñïîëüçîâàíû? Âñå ëè óñëîâèß? Ïðèíßòû ëè âàìè âî âíèìàíèå âñå
ñóùåñòâåííûå ïîíßòèß, ñîäåðæàùèåñß â çàäà÷å.
3. Îñóùåñòâëåíèå ïëàíà. Íóæíî îñóùåñòâèòü ïëàí ðåøåíèß. Îñóùåñòâëßß ïëàí ðåøå-
íèß, êîíòðîëèðóéòå ñâîé øàã. ßñíî ëè âàì, ÷òî ïðåäïðèíßòûé âàìè øàã ïðàâèëåí?
Ñóìååòå ëè äîêàçàòü, ÷òî îí ïðàâèëåí?
4. Âçãëßä íàçàä. (Èçó÷åíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèß.) Íóæíî èçó÷èòü ïîëó÷åííîå ðåøå-
íèå. Íåëüçß ëè ïðîâåðèòü ðåçóëüòàò? Íåëüçß ëè ïðîâåðèòü õîä ðåøåíèß? Íåëüçß ëè
ïîëó÷èòü òîò æå ðåçóëüòàò èíà÷å? Íåëüçß ëè óñìîòðåòü ñ îäíîãî âçãëßäà? Íåëüçß
ëè â êàêîé-íèáóäü äðóãîé çàäà÷å èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò è ìåòîä ðåøåíèß?
Òàáëèöà Ïîéà íåñêîëüêî ïåðåãðóæåíà ñîâåòàìè  óêàçàíèßìè. Ïîýòîìó îñíîâíîå
åå ñîäåðæàíèå ìû âûðàçèì â âèäå íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðèíöèïîâ.
3 Ïðèíöèï ïåðâûé. Àíàëèç èñõîäíûõ äàííûõ.
1. Êàê ìîæíî ðàçáèòü íà ÷àñòè? Ñìîòðèì íà èõ âçàèìîäåéñòâèå, äóìàåì î òîì, ÷òî
çàìå÷àòåëüíîãî â îòíîøåíèßõ ÷àñòåé.
2. Êàê èíà÷å ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå? Äàòü äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ çàäà-
÷è.
3. ×òî êðîåòñß çà ïîâåðõíîñòüþ ôàêòîâ? Ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèß â òåêñò çàäà÷è.
4. Îñîçíàíû ëè ïîëíîñòüþ âñå äåòàëè çàäà÷è, ôàêòû óñëîâèß.
Ïðèìåð. ×åòûðå ëîøàäè ðàçìåñòèëè ïî óãëàì êâàäðàòíîãî ïîëß. Â öåíòðå íàõîäèòñß
ñòðåëîê. Òðåìß âûñòðåëàìè îí óáèë âñåõ ëîøàäåé. Êàê ýòî îí ñäåëàë?
Ïðèìåð (èìåâøèé â äåéñòâèòåëüíîñòè ôàêò). Íà îäèí èç áåíçîâîçîâ, ðàçâîçèâ-
øèõ òîïëèâî ïî áåíçîêîëîíêàì, ñòàëè ïîñòóïàòü æàëîáû â óïðàâëßþùóþ êîìïàíèþ,
÷òî êîëè÷åñòâî ñëèâàåìîãî áåíçèíà íå ñîîòâåòñòâîâàëî óêàçàííîìó â äîêóìåíòàõ, âñåãäà
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áûëî ìåíüøå íà 5-7 ëèòðîâ. Îñìîòð ìàøèíû è íàáëþäåíèå çà øîôåðîì â òå÷åíèå âñåãî
ðàáî÷åãî äíß íè÷åãî íå ïðîßñíèëè. Äàéòå ðåàëèñòè÷íîå îáúßñíåíèå ýòîãî ôàêòà.
Ïðèìåð. Èçäåâàßñü íàä çàõâà÷åííîé ïèðàòàìè äåâóøêîé, ãëàâàðü çàßâèë åé, ÷òî
åñëè îíà âûòàùèò èç ìåøî÷êà, êóäà îí ïîëîæèò, ëåæàùèå íà áåðåãó, ÷åðíûé è áåëûé
êàìåøêè, áåëûé, òî åå îòïóñòßò. Äåâóøêà çàïîäîçðèëà, ÷òî îáà êàìíß ïèðàò ïîëîæèë
÷åðíîãî öâåòà. Íî ïèðàòû âûíóæäåíû áûëè åå îòïóñòèòü. ×òî ñäåëàëà äåâóøêà?
Ïðèìåð. Ãèïîòåíóçà ïðßìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 10, à îïóùåííàß íà íåå
âûñîòà  6. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà? (çàäà÷à èç
”
àìåðèêàíñêèõ“ ÅÃÝ)
Ïðèìåð
Íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå
5x2 + 7x+ 3
5x2 + 9x+ 3
=
5x2 + x+ 3
5x2 + 11x+ 3
Çàìå÷àåì, ÷òî ÷àñòü 5x2+3 ïîâòîðßåòñß âî âñåõ ÷åòûðåõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíàõ. Äåëàåì
äàëåå òàê, ÷òîáû ýòè ÷åòûðå ÷àñòè îòëè÷àëèñü áû òîëüêî ñëàãàåìûìè áåç x:
5x+ 7 + 3/x
5x+ 9 + 3/x
=
5x+ 1 + 3/x
5x+ 11 + 3/x
Çàìåíà 5x+ 3/x = t, x 6= 0 ïîçâîëßåò ñâåñòè óðàâíåíèå ê êâàäðàòíîìó.
Ñôîðìóëèðîâàííûé ïðèíöèï òðåáóåò ãëóáèíû ïîíèìàíèß (íóæíî óñèëèòü ãëóáè-
íó ïîíèìàíèß).
”
Óõâàòèòü òðóäíîñòü íà ãëóáèíå, - âîò ÷òî ãëàâíîå“
À.Âèíòãåíøòåéí.
×òî êðîåòñß çà ïîâåðõíîñòüþ ôàêòîâ?
Çàäà÷à: Íàéòè óãëû òðåóãîëüíèêà, äëß êîòîðîãî èçâåñòíû ïëîùàäü S =
(a2 + b2)
4
, ãäå a è b ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, (ïîñëåäíèå íå èçâåñòíû).
Ðåøåíèå:
Íàäî ÷åòêî âûäåëèòü ïðåïßòñòâèå: îáû÷íî, äëß òîãî, ÷òîáû
”
ðàññ÷èòàòü“ òðå-
óãîëüíèê íåîáõîäèìî çíàíèå õîòß áû òðåõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê òðåóãîëüíèêà, çäåñü
æå èìååòñß òîëüêî îäíà  ïëîùàäü. Ïîíèìàíèå ýòîãî ôàêòà è îïûò ðåøåíèß ïîäîáíûõ
çàäà÷ (âñïîìèíàåì ðßä ïîäîáíûõ ñëó÷àåâ ñ
”
íåäîñòàòî÷íîñòüþ“ èíôîðìàöèè) ïîäñêàçû-
âàåò, ÷òî çäåñü â òðåóãîëüíèêå ðåàëèçóåòñß êàêîé-òî ýêñòðåìàëüíûé è èñêëþ÷èòåëüíûé,
îñîáûé ñëó÷àé äëß ýëåìåíòîâ òðåóãîëüíèêà. Îïßòü æå ðßä àíàëîãè÷íûõ â îòíîøåíèè
íåäîñòàòî÷íîñòè èíôîðìàöèè çàäà÷ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî îñîáûé ñëó÷àé îáíàðóæèâàåòñß
÷åðåç îöåíêè, íåðàâåíñòâà. Èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî a2 + b2 ≥ 2ab ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó S
ê ñëåäóþùåìó âèäó:
S =
(a2 + b2)
4
≥ 2ab
4
=
ab
2
.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà âû÷èñëßåòñß ïî ôîðìóëå:
S =
1
2
ab sin γ
ñðàâíèâàß äâà âûðàæåíèß äëß ïëîùàäè, ïîëó÷àåì:
1
2
ab sin γ ≥ ab
2
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Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî sin γ ≥ 1 =⇒ sin γ = 1 =⇒ γ = pi
2
Òàê êàê îäèí èç
óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâåí 90 ãðàäóñàì, òî ó íàñ ïîëó÷àåòñß ïðßìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè ñòðîãîå ðàâåíñòâî:
S =
(a2 + b2)
4
=
2ab
4
=
ab
2
=
1
2
ab sin γ = S
à a2 + b2 = 2ab òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b, çíà÷èò íàø òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåí-
íûé, à ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû. Çíà÷èò îñòàëüíûå
óãëû ðàâíû
pi
4
.
4 Ïðèíöèï âòîðîé. Ðàññìàòðèâàéòå ÷àñòíûå ñëó÷àè,
îáîáùàþùèå.
×àñòíûå ñëó÷àè èíîãäà ïîäñêàçûâàþò ðåøåíèß â îáùåì ñëó÷àå. À îáùèé ñëó÷àé èíîãäà
áûâàåò ïðîùå ðåøèòü, ÷åì ÷àñòíûé.
Çàäà÷à: Â òðåóãîëüíèêå ABC íàéòè òàêóþ òî÷êó O, ÷òî ñóììà ðàññòîßíèé
îò íåå äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà OA+OB +BC áóäåò ìèíèìàëüíîé.
Ðóêîâîäñòâóßñü íàøèì ïðèíöèïîì, íà÷íåì äåéñòâîâàòü. Äåéñòâîâàòü ìîæíî,
èñïîëüçóß îäèí èç ïðàâèë òàáëèöû Ïîéß. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è.
A
C
B
Äëß íà÷àëà âîçüìåì ðàâíîñòîðîííèé òðå-
óãîëüíèê ABC. Ãëàâíàß öåëü ñïåöèàëèçà-
öèè  íàéòè ôîðìóëèðîâêó
”
ðåøàþùåé“
èäåè. Ïðè ýòîì ïîèñêå íåîáßçàòåëüíî ïðî-
âîäèòü ñòðîãèå ðàññóæäåíèß.
A
C
B
O
Ëåãêî óñòàíîâèòü åäèíñòâåííîñòü èñêîìîé
òî÷êè O è, çíàß ÷òî ðàâíîñòîðîííèé òðå-
óãîëüíèê  ñèììåòðè÷íàß è ïðàâèëüíàß
ôèãóðà, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷êà O ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì  òî÷êîé ïåðåñå÷åíèß ìå-
äèàí, áèññåêòðèñ è âûñîò ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà.
Ïðåäïîëîæåíèå ýòî ëåãêî äîêàçàòü.
Ïîñëå ðåøåíèß äëß ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê èñ-
ïîëüçîâàòü åãî äëß ðåøåíèß îáùåé çàäà÷è?
Êàêóþ õàðàêòåðèñòèêó òî÷êè O áóäåì
”
ïåðåíîñèòü“ íà ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëü-
íèê? Ðàññìîòðèì âàðèàíòû.
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1) Òî÷êà O  òî÷êà ïåðåñå÷åíèß âûñîò
2) Òî÷êà O  òî÷êà ïåðåñå÷åíèß ìåäèàí
3) Òî÷êà O  òî÷êà ïåðåñå÷åíèß áèññåêòðèñ
4) Èç òî÷êè O êàæäàß ñòîðîíà âèäíà ïîä óãëîì 120 ãðàäóñîâ . . .
Ñ ïîìîùüþ îïðîâåðãàþùèõ ïðèìåðîâ ëåãêî óáåäèòüñß ÷òî íàì íå ïîäõîäßò ïåðâûå
ñëó÷àè.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC,
A
C
B
O
D
θ
AC = CB, CD âûñîòà = d, DB = e. Ïóñòü
DO = x Òîãäà ñóììå ðàññòîßíèé òî÷êè O
äî âåðøèí A,B,C åñòü
S = 2
√
x2 + e2 + d− x, S ′x =
2x√
x2 + e2
− 1 = 0 , 3x2 = e2, x = e√
3
tgθ =
1√
3
, θ = 30◦, ∠AOC = ∠AOB = 120◦
Ïóñòü O  òî÷êà, èç êîòîðîé ñòîðîíû 4ABC âèäíû ïîä óãëîì 120◦; ãðàäóñîâ,
òðåóãîëüíèê òàêîâ, ÷òî òî÷êà O ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà.
B1
C1
A1
C
O
A
B
P
Ïîñòðîèì 4A1B1C1 ñòîðî-
íû êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëßð-
íû îòðåçêàì OA,OB,OC,
êàê íà ðèñóíêå.
Äëß ëþáîé òî÷êè P â òðåóãîëüíèêå A1B1C1 ñóììà äëèí ïåðïåíäèêóëßðîâ, îïó-
ùåííûõ èç P íà ñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, åñòü ïîñòîßííîå ÷èñëî (îíî ðàâíî OA +
OB+OC = 2·(ïëîùàäü4A1B1C1) /ïåðèìåòð4A1B1C1). PA íå ìåíüøå äëèíû ïåðïåíäè-
êóëßðà, îïóùåííîãî èç P íà ñòîðîíó B1C1 ïðîõîäßùóþ ÷åðåç A. Òåì áîëåå PA+PB+PC
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íå ìåíüøå ñóììû äëèí âñåõ ïåðïåíäèêóëßðîâ, êîòîðàß ðàâíà AO+BO+CO, è ðàâåíñòâî
ñóìì äîñòèãàåòñß êîãäà P ñîâïàäàåò ñ O.
Íà ïðèìåðå ýòîé çàäà÷è ìîæíî óáåäèòüñß, ÷òî äëß äàííîãî ïðèíöèïà âàæåí áî-
ãàòûé áàçèñ âîçìîæíûõ äåéñòâèé. Áîãàòñòâî ôàêòîâ, áîãàòñòâî èíòåðïðåòàöèé âåäåò ê
ðåøåíèþ.
Ðåçþìèðóåì: Â õîäå ðåøåíèß çàäà÷è ìû, îïèðàßñü íà áàçèñ çíàíèé èç îáëàñòè
ãåîìåòðèè ñïåðâà ïðåîáðàçîâàëè èñõîäíóþ çàäà÷ó â íîâóþ, áîëåå êîíêðåòíóþ. Çàòåì
äëß èñõîäíîé çàäà÷è, ïîëüçóßñü äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé, îñóùåñòâèëè ïðåâðàùå-
íèå ôîðìû: ïåðåøëè îò ñóììû ðàññòîßíèé äî âåðøèí ê ñóììå ðàññòîßíèé äî ñòîðîí
îïèñàííîãî ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.
Ïîñëåäíßß ñóììà îêàçàëàñü èíâàðèàíòîì (íå çàâèñèìûì îò âûáîðà òî÷êè). Ïîèñê
èíâàðèàíòà  òîæå ïðèíöèï! Ýòîò ôàêò íåïîñðåäñòâåííî âåäåò ê ðåøåíèþ.
Ïðèìåð, êîãäà îáîáùåíèå óïðîùàåò çàäà÷ó.
Ëåììà Øíåðíåðà.
Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû öèôðàìè 0,
1 è 2. Ýòîò òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà íåñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî íèêàêàß
âåðøèíà îäíîãî òðåóãîëüíèêà íå ëåæèò íà ñòîðîíå äðóãîãî. Âåðøèíàì èñõîäíîãî òðå-
óãîëüíèêà îñòàâëåíû ñòàðûå ïîìåòêè, à äîïîëíèòåëüíûå âåðøèíû ïîëó÷àþò íîìåðà 0,
1, 2, ïðè÷åì ëþáàß âåðøèíà íà ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà äîëæíà áûòü ïîìå÷åíà
îäíîé èç ïîìåòîê âåðøèí ýòîé ñòîðîíû (ðèñ.). Ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè
îáßçàòåëüíî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèß, ïîìå÷åííûé öèôðàìè 0, 1, 2.
Òàêîå ðàçáèåíèå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñß òðèàíãóëßöèåé, ìàëûå òðå-
óãîëüíèêè íàçûâàþòñß ãðàíßìè òðèàíãóëßöèè, ñòîðîíû ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ  åå âåð-
øèíàìè.
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îïóáëèêîâàíî Ý.Øïåðíåðîì (1905-1980) â ñòàòüå 1928
ãîäà, ïîñâßùåííîé ðàçìåðíîñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Ëåììà 1. Ïóñòü èìååòñß òðèàíãóëßöèß òðåóãîëüíèêà T . Âåðøèíû ñàìîãî òðå-
óãîëüíèêà îòìå÷åíû ÷èñëàìè 0, 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Âñå âåðøèíû òðèàíãóëßöèè îò-
ìå÷åíû ýòèìè æå ÷èñëàìè ñ ñîáëþäåíèåì ñëåäóþùåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèß: åñëè òàêàß
âåðøèíà ëåæèò íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà T , òî îíà ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå îòìåòêè
îäíî èç òåõ äâóõ ÷èñåë, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîíöàì ýòîé ñòîðîíû. Òîãäà èìå-
åòñß õîòß áû îäíà ãðàíü ñ òðåìß ðàçíûìè îòìåòêàìè âåðøèí (íàçîâåì åå õîðîøåé
ãðàíüþ). Áîëåå òîãî, èìååòñß íå÷åòíîå ÷èñëî õîðîøèõ ãðàíåé.
1
0
2
00
1
1
2
1
1
2
A, 1 1
23
1
1
C, 3
3
B, 2
2
2
3
Ðèñ. 1: Ðàçáèåíèå òðåóãîëüíèêà
Ðåøèì çàäà÷ó, êàê îáû÷íî èçëàãàåòñß â ó÷åáíèêàõ, ìåòîäîì ïîäñ÷åòà äâóìß ñïîñîáàìè.
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1. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî E1.
Òîãäà óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðóåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
âñåãäà íàéäåòñß íå÷åòíîå ÷èñëî îòðåçêîâ ñ ïîëíîé íóìåðàöèåé.
Åñëè ïðîñòðàíñòâî E1-ïðßìàß, òî òðåóãîëüíèê  ýòî ëþáîé îòðåçîê.
0
0 1 1 0 0 1 1
1
Ðèñ. 2: Ðàçáèåíèå îòðåçêà
I ñïîñîá. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî âåðøèí, èìåþùèõ îáîçíà÷åíèå 0 äâóìß ñïîñîáàìè,
ïðè ýòîì âíóòðåííþþ âåðøèíó áóäåì ñ÷èòàòü äâàæäû. Íà êðàþ îòðåçêà 1 âåðøèíà
+ âåðøèíà âíóòðè îòðåçêà (èõ ÷åòíîå ÷èñëî, ò.ê. êàæäóþ ñ÷èòàåì ïî äâà ðàçà),
âñåãî 1 + 2m âåðøèí.
II ñïîñîá. Ïóñòü k  ÷èñëî îòðåçêîâ, èìåþùèõ ïîëíóþ íóìåðàöèþ, à l  ÷èñëî
îñòàëüíûõ îòðåçêîâ. Âñåãî îòðåçêîâ k + l. Åñëè ðàññìàòðèâàòü îòðåçîê ñ ïîëíîé
íóìåðàöèåé, òî â íåì 0 âñòðåòèòñß l ðàç. =⇒ k íîëåé.
Â îòðåçêàõ ñ íåïîëíîé íóìåðàöèåé 0 ëèáî íå âñòðå÷àåòñß, ëèáî âñòðå÷àåòñß 2 ðàçà.
=⇒ 2j.
Ñëåäîâàòåëüíî 1 + 2m = k + 2j
k = 1 + 2m− 2j  íå÷åòíîå ÷èñëî, ÷.ò.ä.
2. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî E2 (ïëîñêîñòü).
Áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî ðåáåð, ïîìå÷åííûõ 0,1. Ïðè÷åì ñ÷èòàåì îòðåçîê ñòîëüêî ðàç,
ñêîëüêèì òðåóãîëüíèêàì îí ïðèíàäëåæèò.
I ñïîñîá. ×èñëî îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå òðåóãîëüíèêà  íå÷åòíîå ÷èñëî.
Íà ãðàíèöå ëåæèò 2i+ 1 îòðåçêîâ +2m îòðåçêîâ âíóòðè.
II ñïîñîá. Ïóñòü k  ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ñ ïîëíîé íóìåðàöèåé. Â òàêèõ òðåóãîëü-
íèêàõ ðåáðî [0, 1] âñòðå÷àåòñß k ðàç. À ó îñòàëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðåáðî [0, 1] ëèáî
âîîáùå íå âñòðå÷àåòñß, ëèáî âñòðå÷àåòñß 2 ðàçà. =⇒ k + 2p.
Ïîëó÷àåì 2i+ 1 + 2m = k + 2p
k = 2i+ 2m− 2p+ 1  íå÷åòíîå ÷èñëî.
Îáîáùèì òåïåðü çàäà÷ó, ñ÷èòàß, ÷òî ó òðåóãîëüíèêà ñòîðîíû ìîãóò áûòü ëîìàíû-
ìè ëèíèßìè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé (ðèñ.2). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Øíåðíåðà áóäåò ñëå-
äóþùèì.
”
Èäåì“ âäîëü BC, ñòîðîíó [2, 3] âûêèäûâàåì èç âñåé ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëåí-
íûõ íà ðèñóíêå
”
ñòîðîí“ òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèß, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé
”
ïîëèãîíàëü-
íûé“ òðåóãîëüíèê èìååò òðåòüåé âåðøèíîé 2 èëè 3. Ïîëó÷àåì
”
â îñòàòêå“ òðåóãîëüíèê,
êîòîðûé ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èñêîìûì òðåóãîëüíèêîì ðàçáèåíèé îáëàäà-
åò.
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5 Ïðèíöèï òðåòèé. Ðåøàòü çàäà÷ó ñ êîíöà èëè îò ïðî-
òèâíîãî.
Ðåøåíèå ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî (÷åëîâåêà) ñòîëü ðàñïðîñòðàíåíî, ÷òî ìû çäåñü ïðèìå-
ðîâ íå ïðèâîäèì. Ïðèìåðû íà ìåòîä ðàññóæäåíèé ñ êîíöà.
Çàäà÷à (ñîáàêà Îñòèíà):
Èç ïóíêòà A â ïóíêò B âûøëè ìàëü÷èê, äåâóøêà è ñîáàêà. Ñêîðîñòü ñîáàêè 10
êì/÷. Ñêîðîñòü ìàëü÷èêà 5 êì/÷. Ñêîðîñòü äåâóøêè 3 êì/÷. SAB = 10. Âî âðåìß äâè-
æåíèß ñîáàêà áåæèò ê ìàëü÷èêó , âîçâðàùàåòñß ê äåâóøêå. Ãäå áóäåò ñîáàêà ÷åðåç îäèí
÷àñ?
Îòâåò: Ñîáàêà ìîæåò îêàçàòüñß â ëþáîé òî÷êå ìåæäó ìàëü÷èêîì è äåâóøêîé.
×òîáû äîêàçàòü ýòî, íàäî ðàññìîòðåòü ñ ëþáîãî ìåñòà ñîáàêè îáðàòíîå äâèæåíèå. ×åðåç
÷àñ âñå âåðíóòñß â èñõîäíóþ òî÷êó A.
Çàäà÷à. Ìîæåò ëè áûòü òðåóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ìåíüøå 1 ìì, à ðàäèóñ
îïèñàííîé îêîëî íåãî îêðóæíîñòè 1 êì?
Ðåøàåì ñ êîíöà. Áåðåì îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 êì, â íåé ïðîâîäèì õîðäó AB äëèíû
ìåíüøå 1 ìì, íà ìåíüøåé èç äâóõ äóã, ñòßãèâàåìûõ AB áåðåì òî÷êó C . Òðåóãîëüíèê
ABC èñêîìûé.
Çàäà÷à. Òî÷êó âíóòðè êâàäðàòà ñîåäèíèëè ñ âåðøèíàìè  ïîëó÷èëèñü ÷åòûðå òðå-
óãîëüíèêà, îäèí èç êîòîðûõ  ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè ïðè îñíîâàíèè 15◦. Äîêàæèòå
÷òî ïðîòèâîïîëîæíûé åìó òðåóãîëüíèê ïðàâèëüíûé.
A D
CB
O
Áåðåì êâàäðàò ABCD è ñòðîèì ðàâíîñòî-
ðîííèé òðåóãîëüíèê OCD. Âñå ïîëó÷åí-
íûå óãëû ëåãêî ñ÷èòàþòñß, íàïðèìåð, òðå-
óãîëüíèê OBC ðàâíîáåäðåííûé, è ïîýòî-
ìó óãîë ∠OBC = 180
◦ − 30◦
2
= 75◦, à óãîë
∠OBA = 15◦
Êîãäà ìû ñòðîèì âíà÷àëå òðåóãîëüíèê AOB ñ óãëàìè ïðè âåðøèíàõ A è D ðàâ-
íûìè 15◦ ìû ïîëó÷èì èìåííî òðåóãîëüíèê AOB, ïîëó÷åííûé ïîñòðîåíèåì
”
îò êîíöà“.
Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì îáñóæäåíèå îðãàíèçóþùèõ ïîèñê èäåé äîêàçàòåëüñòâà
ðàöèîíàëüíûõ ïðèíöèïîâ ìàòåìàòèêè ïåðâîãî óðîâíß, ãðóïïèðóþùèõñß âîêðóã òàáëèöû
Ïîéà.
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38
Ëåêöèß 5. Ðàöèîíàëüíûå ïðèíöèïû âòîðîãî
óðîâíß.
1.Ñàìûì çàìå÷àòåëüíûì èç ýòîãî êëàññà ïðèíöèïîâ ßâëßåòñß ïðèíöèï
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ââèäó øèðîêîãî åãî ïðèìåíåíèß íå ïðèâîäèì ïðèìåðû.
Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ðàçâèëñß â ìåòîä òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè; â
òåîðèè âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îí ðàçâèëñß â ìåòîä ïðèîðèòåòà.
Íèæå ïîêàæåì ïåðâîå: êàê ¾ïåðåðàñòàåò¿ ìàòåìàòè÷åñêàß èíäóêöèß â ðàìêàõ ñà-
ìîñòîßòåëüíîé äèñöèïëèíû ¾óïîðßäî÷åííûå ïðîñòðàíñòâà¿ â ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé
èíäóêöèè.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííûõ
ìíîæåñòâàõ
Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî X, ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîå îòíîøåíèåì ïîðßäêà ≤.
Îïðåäåëåíèå.
×àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñß ëèíåéíî óïîðßäî÷åííûì èëè öåïüþ,
åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà åãî x è y ñðàâíèìû ïî ïîðßäêó: x ≤ y, ëèáî y ≤ x.
Îïðåäåëåíèå.
C ⊆ X íàçûâàåòñß ìàêñèìàëüíîé öåïüþ, åñëè äëß ∀z ∈ X − C ìíîæåñòâî C ∪ {z} íå
ßâëßåòñß öåïüþ.
Îïðåäåëåíèå.
Ýëåìåíò m ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñß ìàêñèìàëüíûì (ìèíè-
ìàëüíûì), åñëè èç a ≥ m(a ≤ m) äëß íåêîòîðîãî a ∈ X ñëåäóåò, ÷òî a = m.
Îïðåäåëåíèå.
Ýëåìåíò m ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñß âåðõíåé ãðàíüþ äëß
ïîäìíîæåñòâà P ⊆ X, åñëè äëß ∀x ∈ P,m ≥ x, ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàåòñß íèæíåé
ãðàíüþ, åñëè ∀x ∈ P,m ≤ x.
Òåîðåìà:
Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X ýêâèâàëåíòíû:
(1) Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè: âñßêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X ßâëßåòñß ÷à-
ñòè÷íî óïîðßäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû îòíîñè-
òåëüíî ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.
(2) Óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè: ëþáîå ñâîéñòâî ε(x) ñïðàâåäëèâî äëß âñåõ ýëåìåíòîâ X,
åñëè îíî âûïîëíßåòñß äëß ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ X, à òàêæå äëß ýëåìåíòîâ a, ó
êîòîðûõ âñå ïðåäøåñòâåííèêè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò (ò.å. x < a âëå÷åò ε(x)).
(3) Óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç X : a1 ≥ a2 ≥
· · · ≥ ak · · · ñîäåðæèò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî n, âûïîëíßåòñß an = an+1 = an+2 = · · · .
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Äîêàçàòåëüñòâî:
Èç (1) ñëåäóåò (2). Ïóñòü ε âûïîëíßåòñß äëß ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ è äëß a, åñëè
âûïîëíßåòñß äëß âñåõ ïðåäøåñòâåííèêîâ a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
b ∈ X, äëß êîòîðîãî ε íå âûïîëíßåòñß. Ðàññìîòðèì ñîáðàíèå {b} = B ⊆ X ýëåìåíòîâ,
äëß êîòîðûõ ε íå âûïîëíßåòñß. Ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòîå, òàì åñòü ìèíèìàëüíûé ýëå-
ìåíò m, ìèíèìàëüíûé â B, íî íå â X. Âñå ïðåäøåñòâåííèêè m ñâîéñòâîì ε îáëàäàþò,
ñëåäîâàòåëüíî, è m èì îáëàäàåò. Ïðîòèâîðå÷èå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå
B = ∅ íå âåðíî.
Èç (2) ñëåäóåò (3). Ïóñòü âûïîëíßåòñß óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè. Â êà÷åñòâå ñâîéñòâà
ε âîçüìåì òàêîå ñâîéñòâî: a îáëàäàåò ñâîéñòâîì ε, åñëè ëþáàß óáûâàþùàß öåïü,
íà÷èíàþùàßñß ñ ýëåìåíòà a, êîíå÷íà. Ñâîéñòâî âåðíî äëß ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ, è
ïóñòü ε âûïîëíßåòñß äëß âñåõ ïðåäøåñòâåííèêîâ a. Ðàññìîòðèì ëþáóþ óáûâàþùóþ
öåïü, íà÷èíàþùóþñß ñ a > a1 > a2 > · · · . Öåïü, íà÷èíàþùàßñß ñ a1, êîíå÷íà, ïîòîìó
êîíå÷íà è ðàññìàòðèâàåìàß öåïü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ε âåðíà äëß âñåõ ýëåìåíòîâ X.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé.
Èç (3) ñëåäóåò (1). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé. Äîêàæåì,
÷òî âåðíî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè. Ïóñòü B ïîäìíîæåñòâî X, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî B
íå ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Áåðåì ëþáîé ýëåìåíò b1 èç B, íàéäåòñß b2 ∈ B
òàêîé, ÷òî b2 < b1. Ïîâòîðßß ðàññóæäåíèß, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ öåïî÷êó
b1 > b2 > b3 > · · · > bn · · · . Ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, B ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûå
ýëåìåíòû.2
Àêñèîìà âûáîðà
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß ýêâèâàëåíòíû:
(1) Àêñèîìà âûáîðà: åñëè äàíî ìíîæåñòâî X, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèß ϕ, ñîïîñòàâëßþ-
ùàß êàæäîìó ïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó A èç X îäèí ïðåäåëüíûé ýëåìåíò ϕ(A) ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà.
(2) Òåîðåìà Öåðìåëëî: âñßêîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðßäî÷èòü.
(3) Òåîðåìà Õàóñäîðôà: âñßêàß öåïü ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñîäåðæèòñß
â ìàêñèìàëüíîé öåïè.
(4) Òåîðåìà Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà: åñëè âñßêàß öåïü ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà X îáëàäàåò âåðõíåé ãðàíüþ, òî âñßêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ïðåäøåñòâóåò
ìàêñèìàëüíîìó ýëåìåíòó.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Èç (1) ñëåäóåò (2). Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X. Íà îñíîâàíèè àêñèîìû âû-
áîðà îòìåòèì â êàæäîì åãî íå ïóñòîì ïîäìíîæåñòâå M ïî îäíîìó ýëåìåíòó ϕ(M). Îò-
ìå÷åííûì áóäåì íàçûâàòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊆ X, åñëè îíî ìîæåò áûòü âïîëíå
óïîðßäî÷åííûì òàêèì îáðàçîì, ÷òî ϕ(X − [a]) = a äëß âñßêîãî ýëåìåíòà a ∈ A. ×åðåç
[a] îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A, êîòîðûå ïðåäøåñòâóþò a, ò. å. x < a ýêâèâàëåíò-
íî X ∈ [a]. Îòìå÷åííûì ßâëßåòñß, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî, ñîñòîßùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà
ϕ(X).
Ðàññìîòðèì äâà îòìå÷åííûõ ïîäìíîæåñòâà A è B. Ïóñòü C - åñòü îáúåäèíåíèå
âñåõ ñîâïàäàþùèõ îòðåçêîâ A è B, ò. å. ïîäìíîæåñòâ M òàêèõ, ÷òî èç x ∈ M ñëåäóåò
y ∈ M . Ïåðâûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A − C, åñëè ïîñëåäíåå íå ïóñòî, â ïîðßäêå, îïðåäå-
ëåííîì íà A îáîçíà÷èì ÷åðåç a. Àíàëîãè÷íî, b - åñòü ïåðâûé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå B−C.
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Èìååì a = ϕ(X − [a]) = ϕ(X − C); b = ϕ(X − [b]) = ϕ(X − C), ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñß
îáùèé îòðåçîê C ∪ {a} ìíîæåñòâ A è B, âêëþ÷àþùèé C. Èñïîëüçóß ìàêñèìàëüíîñòü
C, çàêëþ÷àåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå èëè A− C, èëè B − C ïóñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç
ìíîæåñòâ, íàïðèìåð, A, ßâëßåòñß îòðåçêîì äðóãîãî. Ïðè ýòîì ïîðßäîê, èíäóöèðóåìûé
ìíîæåñòâîì B íà A, ñîâïàäàåò ñ ðàññìàòðèâàåìûì íà A ïîðßäêîì.
Èòàê, âñå îòìå÷åííûå ïîäìíîæåñòâà ëèíåéíî óïîðßäî÷åíû ïî âêëþ÷åíèþ, è ïî-
ðßäêè íà íèõ ñîãëàñîâàíû. Íà èõ îáúåäèíåíèè D îïðåäåëåí, ïîýòîìó åñòåñòâåííûé ëè-
íåéíûé ïîðßäîê: x, y ∈ D ïîëàãàåì x ≤ y, åñëè x ≤ y â îòìå÷åííîì ìíîæåñòâå, êîòîðîìó
îáà x è y ïðèíàäëåæàò. Îáúåäèíåíèå D óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè, ïîñêîëü-
êó âñßêàß óáûâàþùàß öåïü ýëåìåíòîâD ëåæèò â âïîëíå óïîðßäî÷åííîì îòìå÷åííîì ïîä-
ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùèì ïåðâûé ýëåìåíò öåïè. Ñëåäîâàòåëüíî, D âïîëíå óïîðßäî÷åíî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî è äîïóñòèìî, ïîñêîëüêó îòðåçîê ìíîæåñòâà D ßâëßåòñß îòðåçêîì
è â â îäíîì èç îòìå÷åííûõ ìíîæåñòâ, èç êîòîðûõ D ñëàãàåòñß. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî D
ñîâïàäàåò ñ X. Èíà÷å, ìíîæåñòâî D¯ = D∪{ϕ(X−D)} áûëî áû îòìå÷åííûì è áîëüøèì,
÷åì D, åñëè ïîëîæèòü ϕ(X −D) íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â D¯. (1)→ (2) äîêàçàíî.
Èç (2) ñëåäóåò (3). Ïóñòü â ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîì ìíîæåñòâå X âçßòà ïðîèç-
âîëüíàß öåïüM . Åñëè ìíîæåñòâî X−M = B íå ïóñòî, âïîëíå óïîðßäî÷èì B â ïîðßäêå,
êîòîðûé ìîæåò îòëè÷àòüñß îò ïîðßäêà â X. Îòíåñåì ïåðâûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ê
ïåðâîìó êëàññó, åñëè îí â ÷àñòè÷íîì ïîðßäêå X ñðàâíèì ñ êàæäûì ýëåìåíòîì èç M ;
èíà÷å îòíåñåì åãî êî âòîðîìó êëàññó. Ïóñòü b - åñòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B, è êàæäûé
èç ýëåìåíòîâ B, ñòðîãî ïðåäøåñòâóþùèõ b â ïîðßäêå ìíîæåñòâà B, îòíåñåí ê îäíîìó
èç äâóõ êëàññîâ. Îòíîñèì b ê ïåðâîìó êëàññó, åñëè îí ñðàâíèì ñ êàæäûì ïðåäøåñòâóþ-
ùèì ýëåìåíòîì, óæå âõîäßùèé â ïåðâûé êëàññ èëè ìíîæåñòâî M ; îòíîñèì b êî âòîðîìó
êëàññó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñîãëàñíî óñëîâèþ èíäóêòèâíîñòè, B áóäåò äèçúþíêòèâíîé
ñóììîé ýòèõ äâóõ êëàññîâ: B = B1 ∪ B2, B1 ∩ B2 = ∅. Çäåñü ýëåìåíòû B1 ñîñòàâëßþò
ïåðâûé êëàññ. Îñòàåòñß çàìåòèòü, ÷òî M ∪B1 è áóäåò ìàêñèìàëüíîé öåïüþ, ñîäåðæàùåé
öåïü M .
Èç (3) ñëåäóåò (4). Ïóñòü äàíî ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî X, â êîòîðîì
âñßêàß öåïü îáëàäàåò âåðõíåé ãðàíüþ. Åñëè a ∈ X, òî â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåí-
òà èç X áîëüøåãî, ÷åì a, ìîæíî âçßòü âåðõíþþ ãðàíü ìàêñèìàëüíîé öåïè, âêëþ÷àþùåé
â ñåáß â êà÷åñòâå ïîäöåïè îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî a.
Èç (4) ñëåäóåò (1). Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ A òàêóþ, ÷òî íà A ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ϕ, îòíîñßùóþ
êàæäîìó ïîäìíîæåñòâóM ∈ A ýëåìåíò ϕ(M) ∈M . Îäíî ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî,
íàïðèìåð, îáðàçóåò òàêóþ ñèñòåìó. Ïóñòü A1 è A2 ñèñòåìû, îáëàäàþùèå îòìå÷åííûì
ñâîéñòâîì, ϕ1 è ϕ2 ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè. Ïîëàãàåì ϕ1 ≤ ϕ2, åñëè A1 ïîäìíîæå-
ñòâî A2, è íà ýëåìåíòàõ A1 ôóíêöèß ϕ1 ñîâïàäàåò ñ ϕ2. Ìíîæåñòâî Φ ââåäåííûõ òàêèì
îáðàçîì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèåé ϕ ñòàíîâèòñß ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííûì, óäîâëåòâîðß-
þùèì óñëîâèßì òåîðåìû Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìíîæåñòâî Φ îáëàäàåò
ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì ψ. Ìàêñèìàëüíîñòü ôóíêöèè ψ âëå÷åò, ÷òî îíà îïðåäåëåíà íà
âñåõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà X. Òåîðåìà äîêàçàíà.2
Âîçìîæíîñòü âïîëíå óïîðßäî÷èòü ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâîM ïîçâîëßåò äîêà-
çûâàòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèß ε(x) äëß ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈M ìåòîäîì òðàíñôè-
íèòíîé èíäóêöèè. Ò. å. äîêàçûâàåì ε äëß íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà âïîëíå óïîðßäî÷åííîãî
M , à çàòåì äîêàçûâàåì ñïðàâåäëèâîñòü ε(x) ïðè óñëîâèè, ÷òî ε èìååò ìåñòî äëß âñåõ
y ≤ x, y ∈M .
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2. Ïðèíöèï ñìåíû êîíòåêñòà èëè ðàçìåðíîñòè
çàäà÷è
Ïîñòàâüòå ïîèñê êîíòåêñòà ïðîáëåìû, çàäà÷è êàê ñàìîñòîßòåëüíóþ çàäà÷ó - îò
øèðîêîãî ïîèñêà â ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêå ïåðåéäèòå ê ëèòåðàòóðå, ôèëîñîôèè, èñêóñ-
ñòâó. Ìàòåìàòèêà - ýòî çàõâàò âñå íîâûõ òåððèòîðèé, âî âñåõ îáëàñòßõ åñòü îòðàæåíèå
èíòåðåñóþùåãî âàñ âîïðîñà.
Íà âðåìß ¾îòîäâèíüòåñü¿ îò çàäà÷è è ïîäóìàéòå, ÷òî çà îáëàñòü ìàòåìàòèêè âû
¾ýêñïëóàòèðóåòå¿.
I. Â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå ïîëå ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðßæåíèé ìîæíî ðàçäåëèòü
íà ãåîìåòðè÷åñêîå è àëãåáðàè÷åñêîå âèäåíèå çàäà÷è. Àëãåáðà è ãåîìåòðèß - âîò äâå ãðî-
ìàäíûå òåððèòîðèè, êîíå÷íî, ïåðåñåêàþùèåñß, íà êîòîðûõ âîçìîæíî êàê ¾ïðîæèâàíèå¿
âàøåé çàäà÷è, òàê è åå ðåøåíèå. Åñòü äðóãèå ¾ñòðàíû¿, ãäå, âîçìîæíî, âñòðå÷àåòñß òî,
÷òî âàñ èíòåðåñóåò: âû÷èñëèòåëüíàß ìàòåìàòèêà, êîìáèíàòîðèêà, òåîðèß àëãîðèòìîâ è
ò.ï.
Ýòîò ïðèíöèï õàðàêòåðèçóåò øèðîòó âîñïðèßòèß çàäà÷è. Íóæíî óâåëè÷èòü
êîíòåêñò, íà êîòîðîì âîñïðèíèìàåòñß ïðåäìåò. Ìîæíî âçãëßíóòü, íàïðèìåð, ñ ïîçèöèè
îïåðèðîâàíèß ñèìâîëàìè, à ìîæíî ñèòóàöèþ îõâàòèòü ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìîé.
Ïðèìåð 1
Ïóñòü A è B - ìóõè íà ïîòîëêå, êîòîðûå ñïóñêàþòñß äî ïîëà è ïîäíèìàþòñß îáðàòíî. B
ñïóñêàåòñß â k ðàç áûñòðåå, ÷åì A è â k ðàç ìåäëåííåå ïîäíèìàåòñß, k>1. Ñïðàøèâàåòñß,
êàêàß ìóõà ñêîðåå âåðíåòñß íà ñâîå ìåñòî. Âîò àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå:
tA =
2s
υ
, tB =
s
kυ
+
ks
υ
,
çäåñü tA(tB) - ïîëíîå âðåìß, çàòðà÷åííîå ìóõîé A(B). Ñðàâíèì tA è tB
2s
υ
<
s
kυ
+
ks
υ
, èáî 2 <
1
k
+ k.
Ìóõà A áûñòðåå äîñòèãíåò ïîòîëêà, ÷åì ìóõà B.
À âîò ïåðåõîä íà ãåîìåòðè÷åñêóþ îñíîâó, è ðåøåíèå äîñòóïíî ó÷åíèêó 3-ãî
êëàññà. Ïóñòü â ìîìåíò, êîãäà ìóõà B äîñòèãàåò ïîëà â òî÷êå C, ìóõà A îêàæåòñß â
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òî÷êå E. Êîãäà ìóõà A, äîñòèãíóâ ïîëà â òî÷êå D, ïîäíèìàåòñß ââåðõ íà îòðåçîê DF ,
ðàâíûå AE, ãäå áóäåò íàõîäèòüñß ìóõà B? Îòâåò â òî÷êå Γ: CΓ = AE = DF . Ìóõà
A ïðîéäåò ïóòü, ðàâíûé âûñîòå êîìíàòû DF + ED, à ìóõà B â k ðàç ìåíüøèé, ò.å.
CΓ = AE. ¾Ñòàðòóß¿ ñ óðîâíß òî÷åê F è Γ, ìóõà A äîñòèãíåò ïîòîëêà ðàíüøå.
Ïðèìåð 2
¾Ãåîìåòðè÷åñêîå¿ ðåøåíèå çàäà÷è ñóììèðîâàíèß 1 + 3 + 5 + . . . + (2n − 1) = n2. Ëåãêî
óñìîòðåòü ýòî ðàâåíñòâî èç ¾ïèôàãîðîâûõ¿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé êâàäðàòîâ èç
òî÷åê â êîëè÷åñòâå 1, 1 + 3, . . ..
Î÷åíü âàæíî ïîíßòèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (ìàòåìàòè÷åñêîãî èëè ôèçè÷å-
ñêîãî). Ïîíßòèå ðàçìåðíîñòè èìååò è ãëóáîêèé ôèëîñîôñêèé ñìûñë.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êîãäà ðåøåíèå äîñòèãàåòñß ïåðåõîäîì íà äðóãóþ ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Çäåñü âàæíû ñîâåòû:
(1) Îñîçíàéòå ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, âîçìîæíî, ëó÷øå åå ïîâûñèòü.
(2) Çàäà÷à åñòü ïðîñòðàíñòâî âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ. Ïîäóìàéòå, êàê ÷åò÷å
îïðåäåëèòü ýòî ïðîñòðàíñòâî. Åñòü ñàìîñòîßòåëüíàß òåîðèß ïîäîáíûõ ïðîñòðàíñòâ?
(3) ¾Ïðàâèëüíûé âûõîä ñîñòîèò â ðàñøèðåíèè ãðàíèö èññëåäóåìîãî îáúåêòà ñ öåëüþ
èñïîëüçîâàíèß èíôîðìàöèè î áîëåå êðóïíîé ñèñòåìå, ÷àñòüþ êîòîðîé îí ßâëßåòñß.¿
Ïðèìåð 1: Äàíû òðè îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1, O2, O3 ñ ðàäèóñàìè
r1, r2, r3 ñîîòâåòñòâåííî. Ê îêðóæíîñòßì, âçßòûì ïîïàðíî, ïîñòðîåíû êàñàòåëüíûå.
Êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòßì ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1, O2 ïåðåñåêàþòñß â òî÷êå A, ê
îêðóæíîñòßì ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1, O3 - â òî÷êå B, ê îêðóæíîñòßì ñ öåíòðàìè â
òî÷êàõ O2, O3 - â òî÷êå C. Òðåáóåòñß ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðßìîé.
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Ðèñ. 1: èëëþñòðàöèß ê ïðèìåðó 1
Ðåøåíèå: Çàäà÷à ïîñòàâëåíà íà ïëîñêîñòè P , òî åñòü ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè
äâà. Ìû æå ïîïðîáóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó ðàññìîòðåòü êàê ñòåðåîìåòðè÷åñêóþ. À èìåííî
íà êàæäîì êðóãå ðàäèóñîì ri ïîñòðîèì êîíóñ âûñîòû ri ñ âåðøèíàìè Si. Îñíîâàíèß
êîíóñîâ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïëîñêîñòè P . ×åðåç âåðøèíû êîíóñîâ òàêæå ìîæíî
ïðîâåñòè íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü P1. Ýòè äâå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñß ïî íåêîòîðîé ïðßìîé
l. Ïîêàæåì, ÷òî A,B,C ∈ l.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðßìàß S1S2 ∈ P1 ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü P â íåêîòîðîé
òî÷êå D. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ êîíóñîâ ñ âåðøèíàìè S1, S2 (ñì. ðèñ. 2) íà ïëîñêîñòü,
ïðîõîäßùóþ ÷åðåç S1 è S2 è ïåðïåíäèêóëßðíóþ ê P .
Ðèñ. 2: ïðîåêöèè êîíóñîâ ñ âåðøèíàìè S1, S2
Èç ïîäîáèß òðåóãîëüíèêîâ DS1O1 è DS2O2 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå:
DO2
DO1
=
r2
r1
(1)
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü P îñíîâàíèß êîíóñîâ ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1, O2. Îïóñòèì
èç öåíòðîâ îêðóæíîñòåé ïåðïåíäèêóëßðû O1E1, O2E2 ê îáùåé êàñàòåëüíîé. Ïðîåêöèß
ïðßìîé S1S2 åñòü ïðßìàß, ïðîõîäßùàß ÷åðåç O1 è O2.
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Ðèñ. 3: ïëîñêîñòü P
Òåïåðü èç ïîäîáèß òðåóãîëüíèêîâ AO1E1 è AO2E2 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå:
AO2
AO1
=
r2
r1
(2)
Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé (2), (3) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé D, òî åñòü
ëåæèò íà ïðßìîé l.
Âîñïîëüçîâàâøèñü àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèßìè äëß ïàð êîíóñîâ ñ âåðøèíàìè
S2, S3 è S1, S3 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êè B,C òàêæå ëåæàò íà ïðßìîél. Çàäà÷à ðåøåíà.
Àíàëèçèðóß ðåøåíèå çàäà÷è, ìû âèäèì, ÷òî óñëîæíåíèå çàäà÷è, à èìåííî
ïåðåõîä èç ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 2 ê ïðîñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè 3, ïîìîãëî íàì
íàéòè ïðîñòîå è êðàñèâîå ðåøåíèå.
Ïðèìåð 2: Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, êîòîðàß îïðåäåëßåòñß ðåêóðåíòíîé
ôîðìóëîé:
x0 = 1
x1 = 1
xn+2 = 2xn+1 + 3xn
Íàäî ïîëó÷èòü ßâíóþ ôîðìóëó äëß xn.
Ðåøåíèå: Âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåê-
òîðîâ (îïßòü ïîâûøàåì ðàçìåðíîñòü çàäà÷è!):
u0 =
[
x1
x0
]
=
[
1
1
]
,
[
xn+1
xn
]
= un
Çàïèøåì ðåêóðåíòíóþ ôîðìóëó äëß un. Ëåãêî óáåäèòüñß, ÷òî
un+1 = Aun, A =
[
2 3
1 0
]
un+1 =
[
2xn+1 + 3xn
xn+1
]
=
[
xn+2
xn+1
]
.
Ïðèìåíßß íåñêîëüêî ðàç ðåêêóðåíòíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì:
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un+1 = A
1un = A
2un−1 = · · · = An+1u0
Íàéäåì îáùèé âèä îïåðàòîðà An+1. Äëß ýòîãî âû÷èñëèì ñîáñòâåííûå âåêòîðà li è
ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ìàòðèöû A:
λ1 = 3 l1 = (3, 1)
λ2 = −1 l1 = (−1, 1)
Cîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû, ïîýòîìó ìàòðèöó A ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó, à èìåííî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = BDB−1, ãäå B - ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé
ßâëßþòñß ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A:
B =
[
3 −1
1 1
]
D =
[
3 0
0 1
]
B−1 =
1
4
[
1 1
−1 3
]
Ó÷èòûâàß òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîëó÷èì:
un+1 = [BDB
−1]n+1u0 = BDn+1B−1u0.
un+1 =
[
3 −1
1 1
] [
3n+1 0
0 (−1)n+1
] [
1 1
−1 3
]
1
4
[
1
1
]
=
=
1
4
[
3n+2 (−1)n+2
3n+1 (−1)n+1
] [
2
2
]
=
1
2
[
3n+2 (−1)n+2
3n+1 (−1)n+1
]
.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ßâíóþ ðåêêóðåíòíóþ ôîðìóëó:
xn+1 =
3n+1 + (−1)n+1
2
.
Ïðèìåð 3: Âåêòîð a íàçûâàåòñß êîðíåâûì âåêòîðîì âûñîòû h, ïðèíàäëåæàùèì
êîðíþ ρ ïðåîáðàçîâàíèß A, åñëè a(ρε−A)h = 0.
Ïîíßòèå êîðíåâîãî âåêòîðà ßâëßåòñß îáîáùåíèåì ïîíßòèß ñîáñòâåííîãî âåêòîðà,
òàê êàê ñîáñòâåííûå âåêòîðû  ýòî êîðíåâûå âåêòîðû âûñîòû 1.
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîðíåâûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàí-
íîìó êîðíþ ρ ïðåîáðàçîâàíèß A, åñòü èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lp, íàçûâàåìîå
êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðåîáðàçîâàíèß A.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x, y ïðèíàäëåæàò Lp è èìåþò âûñîòû h1, h2, òî ïðè
h = max(h1, h2) èìååì:
(αx+ βy)(ρε−A)h = x(ρε−A)hα + y(ρε−A)hβ = 0,
xA(ρε−A)h = x(ρε−A)hA = 0.
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Êîðíåâûå âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì êîðíßì, îáßçàòåëüíî ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà è áîëåå ñèëüíàß
Òåîðåìà: Åñëè ñóììà x1 + x2 + · · · + xm = x êîðíåâûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
ðàçëè÷íûì êîðíßì ρ1, . . . , ρm ïðåîáðàçîâàíèß A, ñîäåðæèòñß â èíâàðèàíòíîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå M, òî êàæäîå ñëàãàåìîå â îòäåëüíîñòè ñîäåðæèòñß â M.
Ïîëîæèì:
ϕ(λ) = (λ− ρ1)h1(λ− ρ2)h2 . . . (λ− ρm−1)hm−1 .
Ïî óñëîâèþ, xϕ(A) ∈M è â òî æå âðåìß
x1ϕ(A) = x2ϕ(A) = · · · = xm−1ϕ(A) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, xmϕ(A) ∈M. Ìíîãî÷ëåíû ϕ(λ) è (λ− ρm)hm âçàèìíî ïðîñòû. Ïîýòîìó
íàéäóòñß òàêèå ìíîãî÷ëåíû F (λ), G(λ), ÷òî
I = ϕ(λ)F (λ) + (λ− ρm)hmG(λ),
îòêóäà
ε= ϕ(A)F (A) + (A− ρmε)hmG(A),
è ñëåäîâàòåëüíî,
xm = xmϕ(A)F (A) + xm(A− ρmε)hmG(A)) = xmϕ(A)F (A) ∈M,
÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óòâåðæäåíèå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ
x1, . . . , xm ïîëó÷àåòñß èç äîêàçàííîé òåîðåìû ïðèM = 0. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèß îòìåòèì
òàêæå, ÷òî ðàçëè÷íûå êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå.
Ïðèìåð 4: Â äâàäöàòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ ïðèâëåê-
ëà çàäà÷à ñ ýëåìåíòàðíîé ôîðìóëèðîâêîé, ðåøåíèå êîòîðîé äëèòåëüíîå âðåìß íàéòè íå
óäàëîñü. Âîò ýòà çàäà÷à.
Ïóñòü ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ðàñêðàøåíî â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ. Òîãäà íàéäåò-
ñß àðèôìåòè÷åñêàß ïðîãðåññèß ñêîëü óãîäíî áîëüøîé êîíå÷íîé äëèíû, ÷ëåíû êîòîðîé
îêðàøåíû â îäèí öâåò.
Ïîñëå óïîðíûõ óñèëèé çàäà÷ó óäàëîñü ðåøèòü ìîëîäîìó ãîëëàíäñêîìó ìàòåìàòè-
êó Á. Ë. Âàí-äåð-Âàðäåíó. Ðåøåíèå îêàçàëîñü ýëåìåíòàðíûì, íî äîñòàòî÷íî ñëîæíûì.
Èñòîðèß ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíà â êíèãå À. ß. Õèí÷èíà, à â èçëîæåíèå ñàìîãî
Âàí-äåð-Âàðäåíà - â äîïîëíåíèè ê êíèãå Ð. Ãðýõåìà. Â îáåèõ ýòèõ êíèãàõ ìîæíî òàêæå
íàéòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Êðàòêî èçëîæèì èäåè, ïðèâåäøèå ê äîêàçàòåëüñòâó, ïîòîìó ÷òî, êàê ÷àñòî áûâàåò
â ìàòåìàòèêå, ÷òîáû óïðîñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è, íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü åå äëß áîëåå îá-
ùåãî ñëó÷àß. Ïåðâûì øàãîì ê äîêàçàòåëüñòâó, ïðåäëîæåííîìó ñàìèì Âàí-äåð-Âàðäåíîì
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(è, ïî-âèäèìîìó, êî âñåì èçâåñòíûì äîêàçàòåëüñòâàì), áûëà äîãàäêà î òîì, ÷òî äîêàçû-
âàòü íóæíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî: ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñêðàøèâàåòñß íå
âñß ÷èñëîâàß ïðßìàß, à ëèøü íåêîòîðûé åå êîíå÷íûé êóñîê, ðàçìåð êîòîðîãî çàâèñèò îò
êîëè÷åñòâà öâåòîâ ðàñêðàñêè è äëèíû ïðîãðåññèè.
Äàëåå çàäà÷à îáîáùàåòñß ñðàçó â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèßõ, ãëàâíûì èç êîòîðûõ
áóäåò âûõîä èç ÷èñëîâîé ïðßìîé íà ïëîñêîñòü. Âìåñòî ðàñêðàñêè ìíîæåñòâà öåëûõ ÷è-
ñåë ðàññìàòðèâàåòñß ðàñêðàñêà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè íà ïëîñêîñòè â êîíå÷íîå ÷èñëî
öâåòîâ. Âûáðàâ â ýòîé ðåøåòêå êîíå÷íóþ ôèãóðó M (êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê), äîêà-
çûâàåòñß ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíîé åé îäíîöâåòíîé ôèãóðû. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèîáðåòåò
ãåîìåòðè÷åñêóþ íàãëßäíîñòü, óòåðßííóþ â âûðîæäåííîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
Ñôîðìóëèðóåì äðóãèå îáîáùåíèß. Âî-ïåðâûõ, ßñíî, ÷òî ïåðåéäß îò ðàçìåðíîñòè
îäèí ê ðàçìåðíîñòè äâà, ìîæíî äâèíóòüñß è äàëüøå ê ñëó÷àþ ðåøåòêè â ïðîñòðàíñòâå
ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Âî-âòîðûõ, óñëîâèå ïîäîáèß ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñèëüíîå 
ãîìîòåòè÷íîñòü ñ öåëûì ïîëîæèòåüíûì êîýôôèöèåíòîì. (Â äàëüíåéøåì, ãîâîðß î ãî-
ìîòåòèè, ìû âñåãäà áóäåì èìåòü â âèäó ãîìîòåòèþ ñ öåëûì ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöè-
åíòîì). Äîñòàòî÷íî èçßùíîå äîêàçàòåëüñòâî òàêîãî îáîáùåíèß òåîðåìû áûëî ïðèâåäåíî
Ï. Àíäåðñîíîì, êîòîðûé, ññûëàßñü íà Ð. Ðàäî, ïðèïèñûâàåò èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî Ã.
Ãðóíâàëüäó. Çàòåì äîêàçàòåëüñòâî Àíäåðñîíà áûëî ïåðåñêàçàíî íà ðóññêîì ßçûêå Â. Â.
Ïðàñîëîâûì.
Ìîæíî ïîéòè äàëüøå è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ¾îáúåêòîì ðàñêðàñêè¿ ìîæåò ñëóæèòü
íå òîëüêî ðåøåòêà, íî è âñå ïðîñòðàíñòâî (ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìàß ôèãóðà M íå ìî-
æåò íå âêëàäûâàòüñß íè â êàêóþ ðåøåòêó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå). Âîîáùå ãîâîðß, òàêîå
îáîáùåíèå ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû äëß ðåøåòêè.
Àíàëîãè÷íî, óæå óïîìßíóòîìó óñèëèþ èñõîäíîé (îäíîìåðíîé) òåîðåìû Âàí-äåð-
Âàðäåíà, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü â óñëîâèè, ÷òî êðàñèòñß íå âñå ïðîñòðàíñòâî, à ëèøü êî-
íå÷íàß ôèãóðà â íåì (çàâèñßùàß îò äàííîé â óñëîâèè ôèãóðû è êîëè÷åñòâà öâåòêîâ
ðàñêðàñêè).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îáúåêò ðàñêðàñêè  ëèáî ïðîñòðàíñòâî ëþáîé ðàçìåðíîñòè,
ëèáî öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó â ïðîñòðàíñòâå.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôèãóðà M̂ ⊂ L ßâëßåòñß ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêîé íàêðûâàþùåé ðàíãà k ôèãóðû M ⊂ L, åñëè äëß ëþáîé ðàñêðàñêè ïðîñòðàíñòâà
(èëè ðåøåòêè) L â k öâåòîâ ñóùåñòâóåò îäíîöâåòíàß ôèãóðà F ⊂ M̂ , ãîìîòåòè÷íàß M .
Çàìåòèì, ÷òî îáðàçû ìîíîõðîìàòè÷åñêîé íàêðûâàþùåé ïðè ñäâèãå è ãîìîòåòèè
òàêæå ßâëßþòñß ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè íàêðûâàþùèìè òîé æå ôèãóðû òîãî æå ðàíãà.
Òåïåðü îáîáùåííàß çàäà÷à çâó÷èò êàê
Òåîðåìà. Äëß ëþáîé êîíå÷íîé ôèãóðû M ⊂ L è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k
ñóùåñòâóåò åå êîíå÷íàß ìîíîõðîìàòè÷åñêàß íàêðûâàþùàß ðàíãà k.
Èòîã: Â èòîãå, ìû ìîæåì ïðèâëåêàòü ê ðåøåíèþ èçâåñòíûå ðàçâèòûå òåîðèè, è
ýòî òèïè÷íîå ßâëåíèå â ìàòåìàòèêå, êîãäà ñèòóàöèß óïðîùàåòñß ïðè ïðàâèëüíîì îáîá-
ùåíèè èëè óñëîæíåíèè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ð.Àêîôô. ¾Èñêóññòâî ðåøåíèß ïðîáëåì¿.
[2] Ì.Àéãíåð, Ã.Öèãëåð. Äîêàçàòåëüñòâà èç êíèãè. Èçäàòåëüñòâî Ìèð, Ì, 2006ã.
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Ëåêöèß 6. Ðàöèîíàëüíûå ïðèíöèïû âòîðîãî
óðîâíß. Ïðîäîëæåíèå.
Ðàññìàòðèâàþòñß ïðèíöèïû, êîòîðûå
ôîðìèðóåò êîìáèíàòîðèêà.
1 Ïðèíöèï Äèðèõëå è äâîéíîé ñ÷åò
Íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðèíöèïû, â ÷àñòíîñòè, óêàçàííûå â íàçâàíèè ýòîãî
ïàðàãðàôà, íàñòîëüêî î÷åâèäíû, ÷òî ìîæåò ïîêàçàòüñß, áóäòî îíè ïîçâîëßþò ïîëó÷àòü
ëèøü ñòîëü æå î÷åâèäíûå ðåçóëüòàòû. ×òîáû óáåäèòü âàñ â òîì, ÷òî ½ýòî íå âñåãäà òàê,
ìû èëëþñòðèðóåì èõ ïðèìåðàìè, êîòîðûå ïðåäëîæèë Ïàóëü Ýðä¼ø.
Ïðèíöèï Äèðèõëå.
Åñëè n ïðåäìåòîâ ðàçìåñòèòü ïî r ß÷åéêàì, ãäå r < n,
òî õîòß áû â îäíó ß÷åéêó ïîïàäåò áîëüøå îäíîãî ïðåäìåòà.
Ýòî óòâåðæäåíèå äåéñòâèòåëüíî î÷åâèäíî; çäåñü íå÷åãî äîêàçûâàòü. Íà ßçûêå
îòîáðàæåíèé ïðèíöèï Äèðèõëå (íà àíãëîßçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñß òåðìèí
½pigeonhole principle - ïðèíöèï ãîëóáèíûõ ãíåçä) çàïèñûâàåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü N è R - äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà,
|N | = n > r = |R|,
è f : N → R - îòîáðàæåíèå èç N â R. Òîãäà íàéäåòñß òàêîé ýëåìåíò a ∈ R, ÷òî |f−1(a)| ≥
2. Ìû ìîæåì óñòàíîâèòü äàæå áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî: ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ R, ÷òî
|f−1(a)| ≥ dn
r
e (3)
Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè áû |f−1(a)| < n
r
äëß âñåõ a ∈ R, è òîãäà
âûïîëíßëîñü áû íåðàâåíñòâî
n =
∑
a∈R
|f−1(a)| < rn
r
= n,
÷òî íåâîçìîæíî. Ãëàâíîå â ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà Äèðèõëå - òàê ñôîðìèðîâàòü ß÷åéêè,
÷òî ïîïàäàíèå â íèõ äâóõ èëè áîëåå ýëåìåíòîâ, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ìåæäó
ýëåìåíòàìè îïðåäåëåííîãî îòíîøåíèß.
Ïðèìåð 1.
Åñëè èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3, ..., 2n} âûáðàòü ëþáûå n+ 1 ÷èñåë,
òî ñðåäè íèõ íàéäóòñß äâà âçàèìíî ïðîñòûõ.
Ýòî óòâåðæäåíèå òîæå î÷åâèäíî: ñðåäè âûáðàííûõ äîëæíû íàéòèñü äâà ÷èñ-
ëà, êîòîðûå îòëè÷àþòñß íà 1 è ïîýòîìó âçàèìíî ïðîñòû (Ìîæíî ðàññìîòðåòü n
"ß÷ååê"{1, 2}, {3, 4}, ..., {2n− 1, 2n}).
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Ïðèìåð 2.
Ïóñòü ñíîâà A ⊆ {1, 2, ..., 2n} è |A| = n+ 1.
Òîãäà â A íàéäóòñß òàêèå äâà ÷èñëà, ÷òî îäíî äåëèò äðóãîå.
Ýòî óòâåðæäåíèå ìåíåå î÷åâèäíî. Ðåøåíèå îñíîâàíî íà ïðèíöèïå Äèðèõëå. Ïðåä-
ñòàâèì êàæäîå ÷èñëî a ∈ A â âèäå a = 2km, ãäå m - íå÷åòíîå ÷èñëî, 1 ≤ m ≤ 2n− 1. Òàê
êàê â A ñîäåðæèòñß n+ 1 ÷èñåë, à êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë, ìåíüøå 2n, ðàâíî n, òî â
A äîëæíû íàéòèñü äâà ÷èñëà ñ îäèíàêîâûìè íå÷åòíûìè äåëèòåëßìè. Ïîýòîìó îäíî èç
íèõ äåëèòñß íà äðóãîå.
Ïðèìåð 3.
Ëþáàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, ..., amn+1 èç mn+1 ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ñîäåðæèò ëèáî âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ai1 < ai2 < ... < aim+1 (i1 < i2 < ... < im+1)
äëèíû m+ 1, ëèáî óáûâàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
aj1 > aj2 > ... > ajn+1 (j1 < j2 < ... < jn+1)
äëèíû n+ 1, ëèáî îáå òàêèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Íà ýòîò ðàç ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà Äèðèõëå áîëåå ñëîæíî. Ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó ai ÷èñëî ti ðàâíîå äëèíå íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, êîòîðàß íà÷èíàåòñß ñ ai. Åñëè ti ≥ m + 1 äëß íåêîòîðîãî i, òî ñ ai íà÷èíàåòñß
âîçðàñòàþùàß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû m + 1. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî ti ≤ m
äëß âñåõ i. Äëß ôóíêöèè f : ai 7→ ti, îòîáðàæàþùåé {a1, ..., amn+1} â {1, ...,m}, â ñèëó
(1) ñóùåñòâóåò òàêîå s ∈ {1, ...,m}, ÷òî f(ai) = s äëß mnm + 1 = n + 1 ÷èñåë ai. Ïóñòü
aj1 , aj2 , ..., ajn+1 (j1 < j2 < ... < jn+1) - ýòè ÷èñëà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðû ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ÷èñåë aji , aji+1 . Åñëè aji < aji+1 õîòß áû ïðè îäíîì i ∈ {1, ..., n}, òî ñóùåñòâóåò
âîçðàñòàþùàß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû s, íà÷èíàþùàßñß ñ aji+1 , è, ñëåäîâàòåëüíî,
âîçðàñòàþùàß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû s+ 1 , íà÷èíàþùàßñß ñ aji , ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ïðåäïîëîæåíèþ f(aji) = s. Çíà÷èò, aj1 > aj2 > ... > ajn+1 , ò.å. ñóùåñòâóåò óáûâàþùàß
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n+ 1.
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Ýòî ïðîñòî ôîðìóëèðóåìîå óòâåðæäåíèå î ìîíîòîííûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòßõ
èìååò âåñüìà íå î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå, îòíîñßùååñß ê ðàçìåðíîñòè ãðàôîâ. Íàì ïîòðå-
áóåòñß çäåñü ïîíßòèå ðàçìåðíîñòè íå äëß îáùèõ, à ëèøü äëß ïîëíûõ ãðàôîâ Kn, äëß
êîòîðûõ åå ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü N = {1, .., n}, n ≥ 3; ðàññìîò-
ðèì m ïåðåñòàíîâîê pi1, ..., pim ìíîæåñòâà N . Ñêàæåì, ÷òî ïåðåñòàíîâêè pii ïðåäñòàâëßþò
Kn, åñëè äëß ëþáûõ òðåõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë i, j, k èç N íàéäåòñß ïåðåñòàíîâêà pi, â êîòî-
ðîé k ïîßâëßåòñß ïîçæå i è j. Ðàçìåðíîñòü dim(Kn) åñòü íàèìåíüøåå m, äëß êîòîðîãî
ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå pi1, ..., pim.
B êà÷åñòâå ïðèìåðà óêàæåì, ÷òî dim(K3) = 3, òàê êàê êàæäîå èç òðåõ ÷èñåë 1, 2, 3
äîëæíî õîòß áû ðàç îêàçàòüñß ïîñëåäíèì, êàê â pi1 = (1, 2, 3), pi2 = (2, 3, 1), pi3 = (3, 1, 2).
×òî ìîæíî ñêàçàòü î dim(K4)? Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî dim(K4) ≤ dim(Kn+1) (äëß äî-
êàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âû÷åðêíóòü ÷èñëî n + 1 â ïðåäñòàâëåíèè Kn+1). Ïîýòîìó
dim(K4) ≥ 3, à íà ñàìîì äåëå dim(K4) = 3, òàê êàê ìîæíî âçßòü
pi1 = (1, 2, 3, 4), pi2 = (2, 4, 3, 1), pi3 = (1, 4, 3, 2)
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2 Ïðèíöèï êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà
Åñòü ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðåìû, êîòîðûå ñëóæàò áîãàòûì èñòî÷íèêîì äëß ôèëî-
ñîôñêèõ ðàçìûøëåíèé è îáðàçóþò öåëûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè.
Ñàìîé èçâåñòíîé òàêîé òåîðåìîé ßâëßåòñß, êîíå÷íî, òåîðåìà Ã¼äåëß î íåïîëíîòå
ëþáîé ôîðìàëüíîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé ôîðìàëüíóþ àðèôìåòèêó. Èìååòñß ìíîãî
ïóáëèêàöèé î âëèßíèè ýòîé òåîðåìû íà ìèðîâîççðåí÷åñêèå êîíöåïöèè. Ïîýòîìó íèæå
ìû îñòàíîâèìñß íà äâóõ äðóãèõ òåîðåìàõ êîìáèíàòîðèêè.
1. Åñòü òàê íàçûâàåìàß òåîðèß Ðàìñåß. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü òåîðåìû ýòîé òåîðèè â
àáñòðàêòíî-ôèëîñîôñêîì äóõå, àáñòðàãèðóßñü îò ìàòåìàòè÷åñêîé ñïåöèôèêè îáúåêòîâ,
â íèõ ó÷àñòâóþùèõ, òî ïðèäåì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî àáñîëþòíîãî õàîñà áûòü íå ìîæåò.
Åñòü êàêàß-òî àíàëîãèß è ñâßçü ýòîãî óòâåðæäåíèß ñ óòâåðæäåíèåì, ÷òî íå ìîæåò áûòü
êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè áåç åå ÷àñòè÷íîãî ðàññåèâàíèß (âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè).
×òîáû ïîíßòü ëó÷øå ñìûñë ñêàçàííîãî, ïðèâåäåì îäíó ïðîñòóþ òåîðåìó ðàìñå-
åâñêîãî òèïà, êîòîðàß ïîäòâåðæäàåò òåçèñ, ÷òî â ½÷èñòîì âèäå ïðîèçâîëà íåò. ½Ïîëíàß
ñâîáîäà (õàîñ, ïðîèçâîë) - ýòî ïðåäåëüíûå ýêñòðàïîëßöèè òèïà ½íè÷òî, ½òî÷êà,...
Òàêîâîé òåîðåìîé ìîæåò ñëóæèòü óòâåðæäåíèå ïðèìåðà3 1.
Ïðèìåð. Òåîðåìà Ðàìñåß. Äëß êàæäîãî ðàçáèåíèß ìíîæåñòâà âñåõ k - ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S íà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êëàññîâ íàéäåòñß íåêî-
òîðîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ýòîãî S, âñå k - ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà êîòîðîãî
ëåæàò â îäíîì êëàññå.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåòñß ïðîâåñòè ñàìîñòîßòåëüíî. Òàêæå êàê è ñ òåîðåìîé
Ã¼äåëß (ñì. òåîðåìó Ãóäñòåéíà) ìîæíî ñ òåîðåìîé Ðàìñåß ñâßçàòü àáñòðàêòíî-âñåîáùåå
(ôèëîñîôñêîå ïî äóõó) âûñêàçûâàíèå.
Åñëè èìååòñß äåêàðòîâî ìíîæåñòâî îáåçëè÷åííûõ ýëåìåíòîâ ñ íàâåä¼ííîé íà íåì
ñòðóêòóðîé (â ñìûñëå Áóðáàêè), òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî ïðè M1 ⊆ M
è |M1| ≥ N íàM1, çàêîíîìåðíî, ñ íåîáõîäèìîñòüþ óñòàíàâëèâàåòñß íåêàß ïîäñòðóêòóðà,
èíäóöèðîâàííàß èñõîäíàß ñòðóêòóðîé.
Îòìåòèì ñâßçü ýòîãî âûñêàçûâàíèß ñ ôèëîñîôñêèìè àñïåêòàìè ñèíåðãåòèêè.
2. Ïðåêðàñíî èëëþñòðèðóåò âçàèìîäåéñòâèå ïðîòèâîïîëîæíîñòåé, òàêèõ êàê ½î÷åâèäíîå
- íå î÷åâèäíîå, ½èñòèíà - íå èñòèíà, òåîðåìà Áàíàõà-Òàðñêîãî: Øàð B äîïóñêàåò ðàçáèå-
íèå íà êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ B1, B2, ..., Bk òàêèõ, ÷òî ïåðåäâèæåíèåì Bj êàê òâåðäûõ
òåë (ïåðåíîñàìè è ïîâîðîòàìè) èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü øàð âäâîå áîëüøåãî ðàäèóñà,
÷åì èñõîäíûé, èëè íåñêîëüêî øàðîâ òàêîãî æå ðàäèóñà. Òî÷íàß ôîðìóëèðîâêà è ïîëíîå
äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäßòñß â [3].
Ýòà òåîðåìà äàåò ßðêèé ïðèìåð ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèß
ßâëåíèß, êîòîðîå íåëüçß îáíàðóæèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ìîæíî ñêàçàòü è òàê: ìàòå-
ìàòè÷åñêè èñòèííîå ðàçáèåíèå íå ðåàëèçóåòñß íà ïðàêòèêå - íåëüçß èç îäíîãî àðáóçà
ïîëó÷èòü ðåàëüíî äâà òàêèõ æå àðáóçà.
Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì, êî-
òîðûé ïðèâîäèò ê ½ïàðàäîêñó, ßâëßåòñß àêñèîìà âûáîðà. Àêñèîìó âûáîðà î÷åíü òðóäíî
âîñïðèíßòü êàê íåî÷åâèäíóþ.
Ïîßñíèì ñóòü ñêàçàííîãî íà óïðîùåííîì ðàññóæäåíèè.
Ïóñòü ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îñòàòî÷íóþ ÷àñòü ÷èñëà. Öåëàß ÷àñòü ÷èñëà
x, îáîçíà÷àåòñß êàê [x], è åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäßùåå x. Îñòàòîê
(èëè îñòàòî÷íàß ÷àñòü x) åñòü x− [x] ≡ {x} Òî÷êè ñ íàçîâåì pi - ñîèçìåðèìûìè, åñëè
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{x− y} = {mpi}
ïðè íåêîòîðîì öåëîì, ïîëîæèòåëüíîì èëè îòðèöàòåëüíîì m.
½Âæèâàßñü â çàäà÷ó, óñòàíîâèì ïåðâè÷íûå ñâîéñòâà.
1. {a} = a− [a], ãäå [a] - öåëàß ÷àñòü ÷èñëà a.
2. Åñëè |a| ≤ 1, òî {a} =
{
a, åñëè a ≥ 0
1 + a, èíà÷å,
[−b] = −[b]− 1, {−b} = 1− {b}.
3. [a± n] = [a]± n, n - öåëîå ÷èñëî.
{a+ n} = {a}
4. [a+ b] =
{
[a] + [b] + 1, åñëè {a}+ {b} ≥ 1,
[a] + [b], èíà÷å,
{a+ b} =
{ {a}+ {b} − 1, åñëè {a}+ {b} ≥ 1,
{a}+ {b}, èíà÷å,
5. {a} − {b} =
{ {a− b}, åñëè {a} − {b} ≥ 0,
−{a− b}, èíà÷å,
6. {{a+ b} − a} = {b}
7. {c+ a} − {c+ b} = {a} − {b}
Óñòàíîâèâ 1-5, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî pi - ñîèçìåðèìîñòü ÷èñåë x, y åñòü îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè.
1. x ∼ x
2. x ∼ y ⇒ y ∼ x, èáî {x− y} = {kpi} ⇒ {y−x} = 1−{x− y} = 1−{kpi} = {−kpi}.
3. x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z, èáî
{(x− y) + (y − z)} =
{ {x− y}+ {y − z} − 1, åñëè {x− y}+ {y − z} ≥ 1,
{x− y}+ {y − z}, èíà÷å =
=
{ {kpi}+ {lpi} − 1 = {(k + l)pi},
{kpi}+ {lpi} = {(k + l)pi}.
Îòðåçîê [0, 1] ðàçîáüåì íà íåïåðåñåêàþùèåñß ìíîæåñòâà {Zα}α∈I pi - ñîèçìåðèìûõ
÷èñåë, â êàæäîì Zα ôèêñèðóåì ïî îäíîìó ýëåìåíòó zα (àêñèîìà âûáîðà), èç êîòîðûõ
îáðàçóåì ìíîæåñòâî Z, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà
Zk = {Z + kpi}, k - ëþáîå öåëîå ÷èñëî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Zk ïåðåõîäèò â Zp(p > k) ïðè ñäâèãå îäíîé ÷àñòè ýëåìåíòîâ Zk
íà ðàññòîßíèå {(p − k)pi} âïðàâî è äðóãîé ÷àñòè - íà ðàññòîßíèå 1 − {(p − k)pi} âëåâî.
Äðóãèìè ñëîâàìè, Zk ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñòè è, ïåðåäâèãàß òå, êàê òâåðäûå òåëà,
îáðàçîâàòü Zp (ñëó÷àé p < k ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî). Íàêîíåö î÷åâèäíî, ÷òî Zk â
ñóììå äàþò âåñü îòðåçîê [0, 1].
Íî ëþáàß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Zγk â ñóììå òîæå äàåò âåñü îòðåçîê [0, 1] ïîñëå
ïðåäâàðèòåëüíîé ïåðåñòðîéêè ìíîæåñòâ Zγk êàê òâåðäûõ òåë. Ïîýòîìó, åñëè ñåìåéñòâî
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{Zk} ðàçáèòî èçíà÷àëüíî íà ìèëëèîí áåñêîíå÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé {Zγk}, òî èç êàæäîé
òàêîé ñîâîêóïíîñòè ìîæíî ñëîæèòü îòðåçîê [0, 1], à ïîòîì ìèëëèîí îòðåçêîâ ïîñòàâèòü
ðßäîì, îáðàçîâàâ [0, 106] èç êóñêîâ [0, 1].
Ðàçóìååòñß, ýòî ïîêà ëèøü ñ÷åòíàß ðàâíîñîñòàâëåííîñòü (êóáîâ íåîäèíàêîâûõ ðàç-
ìåðîâ), ïðåäñòàâëßþùàß ñîáîé ïåðâûé øàã â íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòà Áàíàõà-Òàðñêîãî,
êîòîðûé â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà îñóùåñòâèë Õàóñäîðô.
3 Ïðèíöèï ïåðåõîäà ïðåïßòñòâèß â ðåøåíèå.
Ïðåïßòñòâèå ñêðûâàåò ðåøåíèå â ïðîòèâîïîëîæíîì. Ðåøåíèå ßâëßåòñß ÷åðåç èçó-
÷åíèå ïðåïßòñòâèß. Ïîëàãàåìîå ïðîòèâ ïåðåõîäèò â ðåøåíèå ïðîáëåìû.
½Ïðåâîñõîäíî, ÷òî ìû ñòîëêíóëèñü ñ ïàðàäîêñîì.
Çíà÷èò, åñòü íàäåæäà íà ïðîãðåññ.
Íèëüñ Áîð
½Ïðåïßòñòâèå åñòü êëþ÷ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïðåïßòñòâèå íå äåëàåò íàïðàñíûì
äîñòèãíóòîå, èáî âûðàáàòûâàåò ìàòåðèàë äëß ñòðîèòåëüñòâà äàëüíåéøåãî.
Âàðèàòèâíûé ðßä âûñêàçûâàíèé äëß ìåäèòàöèè ýòîãî íàïðßæåíèß:
 Íàó÷èëñß ëè òû ðàäîâàòüñß ïðåïßòñòâèßì.
 Èç íåóäà÷è íåðåäêî ìîæíî èçâëå÷ü ïîëåçíûé óðîê. Ïîýòîìó ïðîìàõè - ëó÷øåå
ïîäñïîðüå ê äåëó.
 Ïîòåðß åñòü íà÷àëî ðàçìíîæåíèß. Ìíîæåñòâî åñòü íà÷àëî ïîòåðü.
 Íå ïðèâåäøåå ê ðåçóëüòàòó íå åñòü íè÷òî, à åñòü íå÷òî.
 Ïåññèìèñò âèäèò â âîçìîæíîñòè ïðåïßòñòâèå, îïòèìèñò âèäèò âîçìîæíîñòü â ïðå-
ïßòñòâèè.
 Íåîáõîäèìî ïîíßòü ïðåïßòñòâèå.
 Ïðåïßòñòâèå íàäî ñäåëàòü îáúåêòîì èññëåäîâàíèß.
Ïðèìåð 1.
Èñ÷èñëåíèå ïðîïîðöèé Åâäîêñà.
Â Äðåâíåé Ãðåöèè çíàëè òîëüêî öåëûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî èõ äîñòàòî÷íî äëß òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü îòíîøåíèß ëþáûõ äâóõ âåëè÷èí. Îäíàêî,
îäèí èç ó÷åíèêîâ Ïèôàãîðà çàìåòèë, ÷òî â ñëó÷àå êâàäðàòà ABCD äëß ïàðû (AC,AB)
íå ñóùåñòâóåò òðåòüåãî îòðåçêà, êîòîðîå óêëàäûâàëîñü áû öåëîå ÷èñëî ðàç â AC è â AB
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(òî åñòü AC è AB íåñîèçìåðèìû).
Äîêàçàòåëüñòâî
Ïóñòü îòðåçîê AB èçìåðßåòñß m ýòàëîííûìè îòðåçêàìè, à AC - n îòðåçêàìè.
Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 2m2 = n2. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ÷åòíîñòü n è ÷åòíîñòü
m, ÷òî íåâîçìîæíî åñëè îíè (n è m) âçàèìíî ïðîñòû.
Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå ìû çíàåì ïîíßòèå èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, çíàåì ÷èñëî√
2, è ðàññóæäàåì òàê:
Åñëè áû
√
2 =
m
n
,
òî 2n2 = m2 ⇒ m = 2k, 2n2 = 4k2, n2 = 2k2, n = 2k
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåñîêðàòèìîñòüþ äðîáè
m
n
, òî ñåòü
√
2 6= m
n
.
Òðóäíîñòü ñ îòñóòñòâèåì ýòàëîíà ðàçðåøèë Åâäîêñ, îí ïðåïßòñòâèå ñäåëàë îáú-
åêòîì èññëåäîâàíèß. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå ïàðû îòðåçêîâ (A,B) íåçàâèñèìî îò òîãî
åñòü ëè ó íèõ îáùèé ìàñøòàá èëè íåò. Òàêèå ïàðû îòðåçêîâ Åâäîêñ íàçûâàë ïðîïîðöè-
ßìè.
Äâà îòðåçêà (M,N) íàçûâàþòñß ñîèçìåðèìûìè, åñëè åñòü òðåòèé îòðåçîê, êîòî-
ðûé öåëîå ÷èñëî ðàç óêëàäûâàåòñß íà îòðåçêàõ M è N .
Ãåíèàëüíûé õîä Åâäîêñà: ââåñòè îòíîøåíèß ìåæäó ïðîïîðöèßìè, ïðîäîëæàþùåå
îòíîøåíèå - ìåæäó ÷èñëàìè. Ïàðà (A,B) ≥ (C,D), åñëè äëß ëþáîé èçìåðèìîé ïàðû
(M,N) èç òîãî ÷òî (M,N) ≤ (C,D) ñëåäóåò, ÷òî (M,N) ≤ (A,B). Åñëè ïðè ýòîì äëß
èçìåðèìîé ïàðû ñîîòâåòñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
m
n
, ãäå m - ÷èñëî óêëàäûâàåìîãî
íà M , n - ÷èñëî óêëàäûâàåìîãî íà N îòðåçêà, îïðåäåëßþùåãî èçìåðèìîñòü M è N , òî
(M,N) ≤ (C,D) îçíà÷àåò, ÷òî mD ≤ nC. Íåðàâåíñòâî ïîñëåäíåå ñðàâíèâàåò äëèíû, âåäü
m è n - öåëûå è îòðåçêè mD è nC îïðåäåëßþòñß åñòåñòâåííî.
Ìû îáúßâëßåì (A,B) = (C,D), åñëè (A,B) ≥ (C,D) è (A,B) ≤ (C,D).
Êàæäàß ïàðà (A,B) äåëèò ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïàð (M,N) íà äâà íåïåðå-
ñåêàþùèõñß êëàññà:
1. (M,N) ≤ (A,B)
2. (M,N) > (A,B)
Âûðàæàßñü ñîâðåìåííûì ßçûêîì (A,B) ïðîèçâîäèò ñå÷åíèå ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ ïàð.
Åñëè ñäåëàòü åù¼ îäíî óñèëèå àáñòðàêöèè, òî ìîæíî ïàðó (A,B) îòîæäåñòâèòü ñ ýòèì
ñå÷åíèåì. Ðàññìîòðèì âñå ïîëó÷åííûå òàêèì ñïîñîáîì ðàçáèåíèß íà êëàññû.
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àß:
1. â ïåðâîì êëàññå åñòü íàèáîëüøèé ýëåìåíò
2. âî âòîðîì êëàññå åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò
3. íåò òàêèõ ýëåìåíòîâ
Â ñëó÷àå ïåðâîì èëè âòîðîì ñå÷åíèå ìîæíî îòîæäåñòâèòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ñ èçìåðèìîé ïàðîé, ßâëßþùåéñß ýêñòðåìàëüíîé â ñâîåì êëàññå, òî åñòü ñ ðàöèîíàëüíûì
÷èñëîì
m
n
. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëß ñå÷åíèå ìîæíî ââåñòè ñïåöèàëüíûé ñèìâîë è
ìíîæåñòâî ýòèõ ñèìâîëîâ ðàññìàòðèâàòü êàê íîâûå ÷èñëà. Òàê è ñäåëàë Äåäåêèíä â 19
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âåêå, òàê ïîßâèëèñü èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Íî, ñîáñòâåííî, ïðîïîðöèè Åâäîêñà è åñòü
½íîâûå ÷èñëà.
Ïðèìåð 2.
½È êàæåòñß ïðåãðàäà íà ïóòè ëèøü êàìíåì,
÷òîáû íà íåì òî÷èòü è ïðàâèòü ñèëû.
Ýìèëü Âåðõåðí.
Íóæíî âû÷èñëèòü âûðàæåíèå:
a2003 +
1
a2003
,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî a2 − a+ 1 = 0.
Ðåøåíèå: Çäåñü ½ïðåïßòñòâèåì ßâëßþòñß áîëüøèå ñòåïåíè a. Ñäåëàåì
ïðåäìåòîì èçó÷åíèß ñòåïåíè, è îáðàòèìñß ñíà÷àëà ê âûðàæåíèþ, ñîäåðæàùèå òîëüêî
ìàëûå ñòåïåíè. Ïðåîáðàçóåì a2 − a+ 1 = 0, ïîäåëèâ ðàâåíñòâî íà a:
a− 1 + 1
a
,⇒ a+ 1
a
= 1
Åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïðàâîé ÷àñòüþ ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà è âû÷èñëßåìîãî
âûðàæåíèß ýòî ñòåïåíè ïðè a. Ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àòü çíà÷åíèß:
a2 +
1
a2
= 1, a3 +
1
a3
= −2, a4 + 1
a4
= −1, a5 + 1
a5
= 1, ...,
ïåðåõîä ïîâòîðåíèß â êà÷åñòâî ñëåäóåò. Ìû óëàâëèâàåì, ÷òî a - êîìïëåêñíîå ÷èñëî, èáî
a(a2 +
1
a2
) = −a, ñëåäîâàòåëüíî, a3 = −1. Òåïåðü, ìû ïîäâåðãàåì èñõîäíîå âûðàæåíèå
ïðåîáðàçîâàíèþ
a2003 +
1
a2003
= a3·667+2 + 1/a3·667+2 = −a2 − 1
a2
= 1
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Ëåêöèß 7. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðèíöèïû,
áëèçêèå ê ôèëîñîôñêèì êàòåãîðèßì.
Îá àíàëîãèè êàê ïðîßâëåíèè âñååäèíñòâà. Âñååäèíñòâî êàê äåéñòâóþùàß
ñèëà.
Ïðèíöèïû Ìåòà-ìàòåìàòèêè, èìåþùèå õàðàêòåð ôèëîñîôñêèõ êàòåãîðèé:
1. Ïðèíöèï âñååäèíñòâà. Êàòåãîðèß âñååäèíñòâà. Àíàëîãèß  êàê ñõîäñòâî (ìû ðàñ-
ñìîòðèì) è ïðèíöèï ïîëó÷åíèß ïî ñõîäñòâó îïðåäåëåíèé, ïðàâäîïîäîáíûõ óòâåð-
æäåíèé, äîêàçàòåëüñòâ.
2. Àíàëîãèß  êàê âûßâëåíèå âèäîâîé ñóùíîñòè, ÷ëåíîâ ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Âàðèàòèâíûé ðßä â ìàòåìàòèêå.
3. Àíàëîãèß  êàê îòðàæåíèå îáúåêòà ßâëåíèß â ðàçâèòèè. Àíàëîãèß  êàê îòðàæåíèå
ðîäîâîé ñóùíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà.
4. Êàòåãîðèß "èäåàëüíîå" â ìàòåìàòèêå. Èíîáûòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà.
5. Êàê ïðîßâëßåòñß êàòåãîðèß "èåðàðõèè" â ìàòåìàòèêå.
1 Àíàëîãèß êàê ðàññóæäåíèå ïî ñõîäñòâó.
Ïðèìåð: Ïðîáëåìà Ôåðìà äëß ìíîãî÷ëåíîâ, ôîðìóëèðóåòñß ïî àíàëîãèè êàê äëß
÷èñåë.
Ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû äëß ÷èñåë: óðàâíåíèå xn + yn = zn, n ≥ 3, íå
èìååò ðåøåíèß â öåëûõ ÷èñëàõ. (Ðåøèë Ýíäðþ-Óàéëñ â 1995 ãîäó.).
Ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû äëß ìíîãî÷ëåíîâ: Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå
fn(x) + gn(x) = hn(x), n ≥ 3, ãäå f, g, h  ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû, íå
èìååò ðåøåíèé äëß ìíîãî÷ëåíîâ íåíóëåâîé ñòåïåíè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåðìà äëß ìíîãî÷ëåíîâ áàçèðóåòñß íà ñëåäóþùåé òåî-
ðåìå:
Òåîðåìà 1. (Ìåéñîíà - Ñòîòåðñà):
Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû f, g, h ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå, óäîâëåòâîðßþùèå óñëîâèþ:
f + g = h (4)
Òîãäà max{deg f, deg g, deg h} ≤ n0(P (x))  ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
P (x).
Äîêàçàòåëüñòâî:
I ýòàï. (Ýòàï óïðîùåíèß).
Óðàâíåíèå (1) ðàçäåëèì íà h:
f
h
+
g
h
= 1
Ïóñòü R = f
h
, S = g
h
R(x) + S(x) = 1
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Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ:
R′(x) + S ′(x) = 0
Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
R′(x)
R
R +
S ′(x)
S
S = 0
II ýòàï.
R′(x)/R
S ′(x)/S
= − g(x)
f(x)
Ïî òåîðåìå Áåçó:
f(x) = c1
p∏
i=1
(x− αi)ni
g(x) = c2
q∏
i=1
(x− βi)mi
h(x) = c3
r∏
i=1
(x− γi)li
III ýòàï.
f ′(x)
f(x)
=
∑
i
ni
x− αi
g′(x)
g(x)
=
∑
i
mi
x− βi
h′(x)
h(x)
=
∑
i
li
x− γi
− g(x)
f(x)
= −f
′/f − h′/h
g′/g − h′/h = −
∑
ni
x−αi −
∑
li
x−γi∑
mi
x−βi −
∑
li
x−γi
Ïðèâåäåì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ D:
D =
p∏
i=1
(x− αi)
q∏
i=1
(x− βi)
r∏
i=1
(x− γi)
degD = n0(fgh)
− g
f
= −
∑
Dni
x−αi −
∑
Dli
x−γi∑
Dmi
x−βi −
∑
Dli
x−γi
Ó ïðàâîé äðîáè ñòåïåíü ÷èñëèòåëß ≤ n0(fgh)− 1, ñòåïåíü çíàìåíàòåëß ≤ n0(fgh)− 1.
Òàê êàê g
f
íåñîêðàòèìà, deg g ≤ n0(fgh) − 1 è deg f ≤ n0(fgh) − 1. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ
ñëåäóåò òåîðåìà.
Ïðèìåíèì òåîðåìó Ìåéñîíà - Ñòîòåðñà ê (fn(x), gn(x), hn(x)), ãäå fn(x) + gn(x) =
hn(x), n ≥ 3
f(x), g(x), h(x)  ïîïàðíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû. Èìååì:
max{n deg f, n deg g, n deg h} ≤ n0[(fgh)n]− 1 = n0(fgh)− 1 ≤
≤ deg(fgh)− 1 = deg f + deg g + deg h− 1
57

n deg f ≤ deg f + deg g + deg h− 1
n deg g ≤ deg f + deg g + deg h− 1
n deg h ≤ deg f + deg g + deg h− 1
Ñëîæèì óðàâíåíèß äàííîé ñèñòåìû è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî:
(n− 3)(deg f + deg g + deg h) ≤ −3, n ≥ 3
Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî åñòü ïîëèíîìû f, g, h è âûïîëíßåòñß fn(x) + gn(x) = hn(x) íåâåðíî.
Òåîðåìà Ôåðìà äëß ìíîãî÷ëåíîâ äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîé ïðîáëåìå Ôåðìà, è âñå íàøè ðàññóæäåíèß, ñâßçàííûå ñ
ïîëèíîìàìè ïåðåâåäåì ïî àíàëîãèè íà ðàññóæäåíèß ñ ÷èñëàìè.
Ïðîàíàëèçèðóåì äîêàçàòåëüñòâî:
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èãðàëè ðîëü ïîíßòèß ñòåïåíè  degf è n0(f), äëß íèõ íàäî íàéòè
íå÷òî àíàëîãè÷íîå â îïåðàöèßõ íàä ÷èñëàìè.
Àíàëîã äëß deg f ïîäûñêèâàåì èç òîãî ñîîáðàæåíèß, ÷òî ñòåïåíü õàðàêòåðèçó-
åòñß îñîáåííîñòüþ: ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèß ïîëèíîìîâ ðàâíî ñóììå ñòåïåíåé: deg(fg) =
deg f+deg(g). Ñâîéñòâîì ïåðåâîäèòü ïðîèçâåäåíèß â ñóììó äëß ÷èñåë îáëàäàåò îïåðàöèß
ëîãàðèôìèðîâàíèß, òàêèì îáðàçîì ñîïîñòàâëßåì îïåðàöèè deg(f)↔ loga n.
Èùåì àíàëîã äëß n0(f); ïîñêîëüêó n0(f)− ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé
f = c1
∏
i(x− αi)mi , òî n0(f) åñòü ñòåïåíü ïîëèíîìà
∏
i(x− αi) ≡ f˜ .
Äëß ÷èñåë ìîäåëèðóåì ïî ñõîäñòâó ïîñòðîåíèå èç ðàçëîæåíèß n = pm11 p
m2
2 ...p
mk
k
(ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè) ïðîèçâåäåíèß p1p2...pk ≡ N0(n) (íàçûâàåìîãî
ðàäèêàëîì ÷èñëà n).
Òîãäà àíàëîãîì n0(f) (ðàâíîãî deg f˜) ìîæåò ñëóæèòü logaN0(n).
Ïðîßâèâ îñíîâíûå äåéñòâóþùèå ëèöà, ñôîðìóëèðóåì àíàëîã òåîðåìû Ìåéñîíà-
Ñòîòåðñà:
Åñëè öåëûå ÷èñëà a, b, c, ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå, è a+ b = c, òî
max{log10 a; log10 b; log10 c} ≤ log10N0(abc)− 1
log10 max{a, b, c} ≤ log10N0(abc)− 1
max{a, b, c} ≤ 1
10
N0(abc)
max{a, b, c} ≤ γN0(abc) 0 ≤ γ ≤ 1 (5)
Ïîäáèðàß a, b, c ìîæíî óáåäèòüñß, ÷òî ïîëó÷àåìîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíßåòñß.
Íåâåðíûå óòâåðæäåíèß î÷åíü ÷àñòî ñòàíîâßòñß âåðíûìè ïîñëå "ε-ïîïðàâêè".
"ε-ïîïðàâêà" ê íåðàâåíñòâó (2):
Äëß ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, c ≥ 0, a + b = c, a, b, c ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå,
èìååò ìåñòî ïðè ïîäõîäßùåì ε > 0,
max{a, b, c} ≤ K(ε)N1+ε0 (abc), ε ≥ 0
Ýòî óòâåðæäåíèå (íå îïðîâåðãíóòîå è íå äîêàçàííîå) ïîëó÷èëî íàçâàíèå ãèïîòåçà abc
Ïîêàæåì, ÷òî èç ãèïîòåçû abc ñëåäóåò òåîðåìà Ôåðìà äëß ÷èñåë.
Ïóñòü an + bn = cn, n ≥ 3 a, b, c  ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå.
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Ïðèìåíèì ê òðîéêå {an, bn, cn} ãèïîòåçó abc:
max{an, bn, cn} ≤ K(ε)N1+ε0 (anbncn) = K(ε)N1+ε0 (abc)
an ≤ K(ε)N1+ε0 (abc) ≤ K(ε)(abc)1+ε
bn ≤ K(ε)N1+ε0 (abc) ≤ K(ε)(abc)1+ε
cn ≤ K(ε)N1+ε0 (abc) ≤ K(ε)(abc)1+ε
Ïåðåìíîæèì, òîãäà ïîëó÷èì :
(abc)n−3−3ε = K3(ε), (n− 3− 3ε) logd(abc) ≤ 3 logdK(ε), d > 1
(n− 3− 3ε) ≤ 3 logdK(ε)
logd(abc)
≤ 3 logdK
logd 2
= 3 log2K = c1
(n− 3− 3ε) ≤ c1, n ≤ c1 + 3 + 3ε
Òàêèì îáðàçîì, åñëè n ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå àïðèîðíî èçâåñòíîå ÷èñëî c1 + 3 + 3ε, òî
óðàâíåíèå an + bn = cn ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ íå èìååò. Îñòàåòñß ïðîâåðèòü ðàçðåøè-
ìîñòü äëß êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé n = 3, 4, .., [c1 + 3 + 3ε].
2 Ðàöèîíàëüíûå ïðèíöèïû ìàòåìàòèêè. Âàðèàòèâíûé ðßä.
Öåëü ðàáîòû  ââåñòè íîâûå ïîíßòèß, îáñóæäàß îïðåäåëåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé
ìàòåðèàë è ðàññìàòðèâàß åãî â ñâßçè ñ ôèëîñîôñêèìè êàòåãîðèßìè, â ÷àñòíîñòè, ñ êà-
òåãîðèåé "èåðàðõèß".
"Åñëè íàì íå óäàåòñß íàéòè ðåøåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû, òî ÷àñòî ïðè÷èíà
ýòîãî çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî ìû åùå íå îâëàäåëè äîñòàòî÷íî îáùåé òî÷êîé çðåíèß,
ñ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåìàß ïðîáëåìà ïðåäñòàâëßåòñß ëèøü îòäåëüíûì çâåíîì â öåïè
ðîäñòâåííûõ ïðîáëåì. Îòûñêàâ ýòó òî÷êó çðåíèß, ìû íå òîëüêî äåëàåì äîñòóïíîé äëß
èññëåäîâàíèß äàííóþ ïðîáëåìó, íî è îâëàäåâàåì ìåòîäîì, ïðèìåíèìûì ê ðîäñòâåííûì
ïðîáëåìàì".
Äàâèä Ãèëüáåðò.
Ïðèìåíèì ýòó òî÷êó çðåíèß íà àíàëîãèþ, êîòîðàß èíòåðïðåòèðóåò àíàëîãèþ êàê
ðîäîâîå ñõîäñòâî, âñêðûâàþùåå ñóùåñòâåííóþ îáùíîñòü çà îáîëî÷êîé ïîâåðõíîñòíûõ
îáùèõ ìîìåíòîâ, ÷àñòíîñòåé.
Ïðè èññëåäîâàíèè êàêîãî-ëèáî ßâëåíèß èëè îáúåêòà â ìàòåìàòèêå ðßä, â êîòîðûé
âñòðàèâàåòñß êàê ÷ëåí èññëåäóåìûé îáúåêò, ßâëßåòñß îáû÷íûì è íåîáõîäèìûì ßâëåíèåì.
Îáû÷íî ðßä ñòðîèòñß ïóòåì âàðèàöèè ïåðâè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê-ïàðàìåòðîâ èëè ôîðìû
èññëåäóåìîãî, à óæå çàòåì âñêðûâàåòñß âíóòðåííåå ðîäñòâî îáúåêòîâ, íå÷òî ñóùåñòâåí-
íîå, ÷òî îáúåäèíßåò ÷ëåíû ðßäà, è ÷òî ýòèì ðßäîì ïðîäóöèðóåòñß.
Ðßä, ÷åðåç êîòîðûé âñêðûâàåòñß ñóùíîñòíîå ñõîäñòâî ÷ëåíîâ ðßäà, íå ïðîßâëßå-
ìîå ÷ëåíàìè â îòäåëüíîì îò ðßäà áûòèè, íàçîâåì âàðèàòèâíûì ðßäîì. Ïðèâåäåì ïðè-
ìåðû.
Ïðèìåð 1. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.
Èçîáðàçèâ ãåîìåòðè÷åñêè âåëè÷èíû, âõîäßùèå â äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî a2 +
b2 = c2 , ìû ïîëó÷èì ðèñóíîê, ñ êîòîðîãî íà÷èíàëè ñâîè ðàññóæäåíèß è äðåâíèå ãðåêè
("Ïèôàãîðîâû øòàíû").
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Ïîïðîáóåì âàðüèðîâàòü ôîðìû âîçäâèãàåìûõ íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC
ôèãóð, åñòåñòâåííî, ïðèäåðæèâàßñü êàêèõ-òî ïðèíöèïîâ; â äàííîì ñëó÷àå, òðåáóß ïîäî-
áèß âñåõ òðåõ ôèãóð. Ïîïðîáóåì âûßñíèòü, íå êðîåòñß ëè çà ýëåìåíòàìè ðßäà êàêàß-òî
çàêîíîìåðíîñòü.
Îòêðûòèå, äàæå î÷åíü ñêðîìíîå îòêðûòèå, òðåáóåò, ÷òîáû ÷òî-òî áûëî ïîäìå÷åíî,
îñîçíàíà êàêàß-òî ñâßçü. Äåéñòâèå è ðåôëåêñèß ìûøëåíèß íà èçìåíèâøèåñß îáñòîßòåëü-
ñòâà  äâà îñíîâíûõ ïðèíöèïà ìàòåìàòèêà.
Åñëè îòíîøåíèå ïëîùàäè Sc ôèãóðû, ïîñòðîåííîé íà ãèïîòåíóçå c, ê ïëîùàäè
c2 ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòà "ïèôàãîðîâûõ øòàíîâ"îáîçíà÷èì ÷åðåç λ, òî èç ïîäîáèß
âñåõ ôèãóð èìååì è äëß ñòîðîíû a : Sa = λa
2, è äëß ñòîðîíû b : Sb = λb
2. Ðå-
ôëåêñèß(îñîçíàíèå) òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûõ ôàêòîâ äàåò íàì óìîçàêëþ÷åíèå: ðàâåíñòâî
Sc = Sa + Sb âûïîëíßåòñß èëè íå âûïîëíßåòñß ñðàçó äëß âñåõ îáúåêòîâ ðßäà. Íåò
ëè òàêîãî ÷ëåíà â ðßäó, ãäå ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî? Òàêîé ¾ìóòàíò¿ ëåãêî ïîñòðîèòü. Â
íåì âñå ôèãóðû Sa, Sb, Sc  ïðßìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî ABC,
ADC, DBC, ãäå DC - âûñîòà, îïóùåííàß íà ãèïîòåíóçó.
Áðîñèì ðåòðîñïåêòèâíûé âçãëßä íà ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî, (çàìåòèì, ÷òî
äîêàçàòü áîëåå îáùåå èíîãäà ïðîùå). Çäåñü ìû âûßâèëè ¾ðîäîâîå¿ ñâîéñòâî âñåõ ôèãóð
ðßäà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ¾ðåøàåò¿ çàäà÷ó íàèáîëåå ¾ýêîíîìè÷íî ïîñòðîåííûé¿ ÷ëåí
âàðèàòèâíîãî ðßäà.
Ïðèìåð 2. Ïîä÷àñ âûßñíèòü â çàäà÷å äåéñòâóþùèå ëèöà, ôîðìèðóþùèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ðßä, - è åñòü ðåøàþùèé øàã â ðåøåíèè.
Ïóñòü íà ðàçëèíîâàííóþ â êëåòêó ñòîðîíîé 1 ñì áóìàãó óïàëà êëßêñà, ïëîùàäü
êîòîðîé ìåíüøå 1 ñì2 . Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî ïî-íîâîìó ðàçëèíîâàòü áóìàãó íà òàêèå æå
êëåòêè, è íè îäíà âåðøèíà êâàäðàòîâ (êëåòîê) íå áóäåò ëåæàòü íà êëßêñå.
Â êà÷åñòâå äåéñòâóþùèõ ëèö âîçüìåì êëåòêè, â êîòîðûõ ïîìåùàþòñß ÷àñòè êëßê-
ñû. Ðàññìîòðèì ðßä êëßêñ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñß, åñëè ¾ðàçíîñèòü¿ ýòè êëåòêè ïî ëèñòó
áóìàãè, ò.å. åñëè ïåðåíîñèòü óïîìßíóòûå êëåòêè áåç ïîâîðîòîâ, òîëüêî ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì è íàêëàäûâàòü èõ ïðîèçâîëüíî íà äðóãèå êëåòêè.
Åñòü ëè â äàííîì ðßäó ¾ìóòàíò¿, ðåøàþùèé çàäà÷ó î÷åâèäíûì îáðàçîì? Åñòü.
Íàäî âñå ÷àñòè êëßêñû ïåðåíåñòè íà îäíó êëåòêó! Ïîñëå òàêîãî ïåðåíîñà ¾íîâàß¿ êëßêñà
íå çàéìåò âñþ êëåòêó. Áåðåì òî÷êó íà ñâîáîäíîé ÷àñòè è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó òî÷êè
âî âñåõ êâàäðàòàõ çà ¾óçëû¿ íîâîé ñåòêè. Çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìó ðåøàåò îïßòü êëßêñà
ýêñòðåìàëüíàß ïî îïðåäåëåííîìó ñâîéñòâó.
Ïðåðâåìñß îò èçëîæåíèß ïðèìåðîâ äëß ðßäà ôèëîñîôñêîãî õàðàêòåðà âûñêàçû-
âàíèé:
1. Âàðèàòèâíûé ðßä îáíàæàåò ñâîéñòâî, êîòîðîå îòíîñèòñß ê ñóùíîñòè îáúåêòà,
ñâîéñòâî âñêðûâàåòñß ÷åðåç ðßä. ×åðåç âàðèàöèþ ìàòåðèàëà ÷ëåíîâ ðßäà ñâîéñòâî ïðî-
ãëßäûâàåò êàê íå÷òî óñòîé÷èâîå ÷åðåç íåóñòîé÷èâûé õàîñ âàðèàöèé. Íåâåðíî äóìàòü,
÷òî åñòü îòäåëüíîå ñâîéñòâî è îòäåëüíûé ðßä, âñêðûâàþùèé ñóùíîñòíîå ñâîéñòâî ÷ëå-
íîâ ðßäà. Ñâîéñòâî åñòü ïîòîìó, ÷òî åñòü ðßä; ñâîéñòâî è ðßä îáðàçóþò öåëîñòíîñòü.
2. Âàðèàòèâíûé ðßä åñòü äâèæåíèå. Äâèæåíèå ïî âàðèàòèâíîìó ðßäó íå ñâîäèìî
ê äâèæåíèþ ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè! Ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè äâèæåòñß îäíî, óæå
âçßòîå êàê èçâåñòíîå. Äâèæåíèå ïî âàðèàòèâíîìó ðßäó âñêðûâàåò (ôîðìèðóåò) ýòî îäíî
è âñêðûâàåò ýòî îäíî êàê ðîäîâîå ñâîéñòâî, êàê íåêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðåìó.
3. Ïîíèìàíèå ñóùíîñòè ïðèõîäèò ÷åðåç îáúåäèíåíèå â îäèí ðßä èç ðàçíûõ, êà-
çàëîñü áû, ßâëåíèé. Ïðåêðàñíûé ïðèìåð ýòîìó - âîçíèêíîâåíèå ïîíßòèß î òßãîòåíèè
è ñîâðåìåííîãî ïîíßòèß ñèëû â òåîðèòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Íüþòîí îáúåäèíèë àíàëîãèåé
ïàäåíèå ßáëîê ñ äåðåâà, ïðèòßæåíèå ïëàíåò ê ñîëíöó è äâèæåíèå òåëà ïðè ïðèëîæåíèè
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ê íåìó ñèëû - ýòè òðè âçàèìîäåéñòâèß ðàññìîòðåë â îäíîì ðßäó.
4. Ñóùíîñòü - ýòî ñàìûé ãëóáîêèé èíâàðèàíò ðßäà. Ðßä åñòü âñåãäà íåîïðåäå-
ëåííîñòü, âñåãäà óðàâíåíèå, è â äâèæåíèè ðßäà ðåøàåòñß ýòî óðàâíåíèå, âûßâëßåòñß è
îáîãàùàåòñß ñîäåðæàíèåì ïîíßòèå, ôîðìèðóåòñß òåîðåìà.
5. Ðßä îçíà÷àåò âçãëßä ñ áîëåå îáùèõ ïðèíöèïîâ, ÷åì ÷àñòíîñòè çàäà÷è.
6. ¾Òàéíàß ãàðìîíèß¿ (Ãåðàêëèò) - ýòî âñêðûòàß ñóùíîñòü ÷ëåíîâ (÷àñòåé) ðßäà
(öåëîãî).
Âåðíåìñß ê ïðèìåðàì.
Ïðèìåð 3. Âàðèàòèâíûé ðßä âîçíèêàåò ÷àùå âñåãî ÷åðåç âàðèàöèþ ïàðàìåòðîâ
ôîðìû èëè êîíñòðóêöèè îáúåêòà. Èíîãäà öåíòðàëüíûì äëß ïîñòðîåíèß ðßäà ßâëßåòñß
âûáîð ýòîé ôîðìû ïðåäñòàâëåíèß ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó:
a2 − b2 = (a+ b)(a− b).
Êàê ïîñòðîèòü ê íåé âàðèàòèâíûé ðßä? Ïðîáëåìà ïðîßñíèòñß, åñëè ìû ïðåäñòàâèì
a2 − b2 êàê îïðåäåëèòåëü:
a2 − b2 =
∣∣∣∣ a bb a
∣∣∣∣ (6)
Òåïåðü ìû ìîæåì â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ÷ëåíà âçßòü îïðåäåëèòåëü:∣∣∣∣∣∣
a b b
b c a
c a b
∣∣∣∣∣∣ = 3abc− (a3 + b3 + c3) (7)
Ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ (1), ìû óñòàíîâèì, çàìåòèâ, ÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé
ñòðîêè ðàâíà a+ b+ c. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü (2) äîëæåí äåëèòüñß
íà a+ b+ c:
3abc− (a3 + b3 + c3) = (a+ b+ c)(ab+ ac+ bc− a2 − b2 − c2). (8)
Èòàê, îáíàðóæåíà êàêàß-òî ñóùåñòâåííàß çàêîíîìåðíîñòü, ïîðîæäàþùàß ôîðìó-
ëó (1), (3). Â îáùåì âàðèàòèâíîì ðßäó íà n-îì ìåñòå òî, ÷òî â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñß
öèêëè÷åñêîé ìàòðèöåé n-ãî ïîðßäêà.∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 ... a1,n−1 a1,n
a1,2 a1,3 ... a1,n a1,1
... ... ... ... ...
a1,n a1,1 ... a1,n−2 a1,n−1
∣∣∣∣∣∣∣∣ (9)
Åñòü ñïåöèàëüíûé ðàçäåë ìàòðè÷íîé àëãåáðû, çàíèìàþùèéñß öèêëè÷åñêèìè îïðå-
äåëèòåëßìè. Íàìè çäåñü îòêðûòà òîëüêî îäíà ôîðìóëà èç ðàçâèâàåìîé â ýòîì ðàçäåëå
òåîðèè.
Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ðßä (ãäå âàðüèðóåòñß ôîðìà):
tgα = t, tg 2α =
2t
1− t2 , tg 3α =
3t− t3
1− 3t3 , tg 4α =
4t− t4
1− 6t2 + t4 , ... (10)
¾Òàéíàß ãàðìîíèß¿ ýòîãî ðßäà ïðåäñòàâëßåòñß ôîðìóëîé Ýéëåðà:
eiθ = cos θ + i sin θ. (11)
61
Ýòà ôîðìóëà íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèò ê ðßäó (5), åñëè çàìåòèòü, ÷òî
enθ = cosnθ+ i sinnθ = (cos θ+ i sin θ)n = cosn θ+C1n cos
n−1(i sin θ) +C2n cos
n−2(i sin θ)2 + ...
Ðàçäåëèâ ýòè ðàâåíñòâà íà cosn , ïðèðàâíßâ ìíèìûå ÷àñòè, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå
äëß tannα , ïðåäñòàâëåííîãî â ðßäó (5). Íî ÷òî âåäåò ê ¾îáíàðóæåíèþ¿ ñóùíîñòè 
ê ôîðìóëå(6)? Ñîñòàâëåíèå íîâîãî ðßäà: âûñòðîèì êîýôôèöèåíòû ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ñòåïåíåé t, âñòðå÷àåìûõ ó ÷ëåíà ðßäà (5):
{1}, {1; 2;−1}, {1; 3;−3;−1}, {1; 4;−6;−4; 1}, . . .
Åñëè îòáðîñèì çíàêè (çàêîíîìåðíîñòü ðàñïîëîæåíèß çíàêîâ ëåãêî ôîðìàëèçóåò-
ñß), òî ïîëó÷èì ñòðîêè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëß.
Òåïåðü óæå ìîæíî íàòîëêíóòüñß íà èäåþ èñïîëüçîâàòü áèíîì Íüþòîíà, à ïî ðàñ-
ïîëîæåíèþ çíàêîâ - íà ìíîãî÷ëåí (a+ ib)n.
Âñå èññëåäîâàíèå äîëæíî âåñòèñü ïîä ãëàâåíñòâîì âîïðîñà: êàêîâà îáùíîñòü ÷ëå-
íîâ ðßäà è â ÷åì ïðè÷èíà ýòîé îáùíîñòè?
3. Àíàëîãèß êàê ïðîßâëåíèå åäèíîãî â ðàçâèòèè. Ýâîëþöèîííûé ðßä.
Àíàëîãèß êàê ñðåäñòâî îáíàðóæåíèß ðîäà îáúåêòà (¾ñòàäà¿, â êîòîðîì îáúåêò
åñòü îäíî) ¾ðàáîòàåò¿ â âàðèàòèâíîì ðßäó, âûßâëßß îáùíîñòü êàê âíóòðåííþþ ñóùíîñòü
÷ëåíîâ ðîäà-ðßäà.
Âàðèàòèâíûé ðßä ðàáîòàåò íà îäíîì óðîâíå àáñòðàêöèè, à òî÷íåå, íà îäíîé ñòó-
ïåíè èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà âñß ìàòåìàòèêà. Èáî, ïî ñóòè, âñß
ìàòåìàòèêà - ýòî âîñõîæäåíèå îò ðàáîòû â îïðåäåëåííûõ ïîíßòèßõ ê ðàáîòå íàä áîëåå
àáñòðàêòíûìè ïîíßòèßìè, îõâàòûâàþùèìè îòíîøåíèß ìåæäó ïîíßòèßìè è îáúåêòàìè
ïðåäûäóùåãî, ïðåäøåñòâóþùåãî óðîâíß.
Ïðè ¾âîñõîæäåíèè¿ àáñòðàêöèè îáðàçóåòñß ýâîëþöèîííûé ðßä, â êîòîðîì íàïîë-
íßåòñß íîâûì ñîäåðæàíèåì ñóùíîñòü ßâëåíèß èëè ïîíßòèß áëàãîäàðß îáñóæäåíèþ â
áîëüøåì êîíòåêñòå, ïðèâëå÷åíèþ áîëåå øèðîêîãî êðóãà îòíîøåíèé. Îðãàíèçóåòñß áîëåå
îáøèðíàß òåððèòîðèß ìûøëåíèß, â àäìèíèñòðàöèþ óïðàâëåíèß êîòîðîé îáñóæäàåìîå
ïîíßòèå âõîäèò â íîâîì ÷èíå.
Âíåøíå òîò ôàêò, ÷òî îäíî äâèæåòñß ïî ýâîëþöèîííîìó ðßäó, ñõâàòûâàåòñß îïßòü
àíàëîãèåé. Íî òåïåðü àíàëîãèß åñòü ïðîßâëåíèå ðàçâèòèß ñîäåðæàíèß ïîíßòèß, ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáúåêòà. Ðßä, â êîòîðîì îáúåêò ïðåäñòàåò íàì â ñâîåì ðàçâèòèè, íàçîâåì
ýâîëþöèîííûì ðßäîì.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷ëåíû ýâîëþöèîííîãî ðßäà äëß òåîðåìû Ïèôà-
ãîðà.
Ôîðìóëà Áèíå-Êîøè. Ïóñòü n < m , ãäå n è m - íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ìíîæåñòâî
âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé λ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {1, 2, ..., n}, ñîõðà-
íßþùèõ åñòåñòâåííûé ïîðßäîê, ò.å. âîçðàñòàþùèõ îòîáðàæåíèé: i < j ⇒ λ(i) < λ(j) ,
îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(m,n) . Äàëåå ðàññìîòðèì ïðßìîóãîëüíóþ ìàòðèöó A ñ n ñòîëáöàìè
è m ñòðîêàìè.
A =

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
am1 am2 ... amn

Êâàäðàòóðíóþ ìàòðèöó, âûäåëßåìóþ îòîáðàæåíèåì λ:
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Aλ =

aλ(1),1 aλ(1),2 ... aλ(1),n−1 aλ(1),n
aλ(2),1 aλ(2),2 ... aλ(2),n aλ(2),n
... ... ... ... ...
aλ(n),1 aλ(n),2 ... aλ(1),n−2 aλ(n),n

îáîçíà÷èì ÷åðåç Aλ . Ôîðìóëà Áèíå-Êîøè çàïèñûâàåòñß â âèäå
(detA)2 =
∑
λ∈Λ(m,n)
(detAλ)
2 (12)
Ïîâåðõíîñòíîå ñõîäñòâî ôîðìóëû (7) ñ òåîðåìîé Ïèôàãîðà ÷åðåç ñóììó êâàäðàòîâ
î÷åâèäíî. Îäíàêî èìååòñß ñóùåñòâåííàß îáùíîñòü, êîòîðóþ ìû ïîñòàðàåìñß ðàñêðûòü.
Äëß ýòîãî ðàññìîòðè áîëåå îáùèé, ÷åì ìàòðèöû, ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò - îïåðà-
òîðû. Ïóñòü L : En → Em - ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En
â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Em ðàçìåðíîñòè m. Åñëè n < m , òî ßêîáèàí ‖L‖ îòîáðàæåíèß
îïðåäåëßåòñß ðàâåíñòâîì:
‖L‖ = det(L∗ ◦ L) (13)
Ãäå L∗  îïåðàòîð, ñîïðßæåííûé ê L , îïðåäåëßåìûé îòíîøåíèåì
x · L∗y = Lx · y, ∀x ∈ En, ∀y ∈ Em.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíûå îïåðàòîðû Pλ (ïðîåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Em
). Åñëè λ ∈ Λ(m,n) , òî ïóñòü
Pλ : Em → En, Pλ(x1, ..., xm) = (xλ(1), xλ(2), ..., xλ(n)).
Â íîâûõ òåðìèíàõ ôîðìóëà Áèíå-Êîøè âûãëßäèò òàê:
‖L‖2 =
∑
λ∈Λ(m,n)
(det(Pλ ◦ L))2 (14)
Ýêâèâàëåíòíîñòü (7) è (9) ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñß, åñëè â (9) çàìåíèòü îïåðàòîðû,
ïðåäñòàâëßþùèìè èõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè. Êðîìå ìàòðèö è îïåðàòîðîâ â íîâîå
ïðîñòðàíñòâî ðàññóæäåíèé âêëþ÷èì ìåðû Ëåáåãà è Õàóñäîðôà: L(A) è H(A).
Çàìåòèì, ÷òî ìåðà îáîáùàåò ïîíßòèå îáúåìà, ïëîùàäè, äëèíû.
Âîñïîëüçóåìñß ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ìåðû Õàóñäîðôà. [1, c. 72]
Ïóñòü L : Rn → Rm ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è n ≤ m . Òîãäà äëß H∗(L(A)) =
‖L‖L∗(A) äëß âñåõ A ⊆ Rn.
Óìíîæèì (3) íà (Ln(A))2 . Â èòîãå ïîëó÷àåì
[Hn(L(A))]2 =
∑
λ∈Λ(m,n)
[Hn(Pλ(L(A)))]
2 (15)
Òåïåðü, ó÷èòûâàß ñäåëàííîå âûøå çàìå÷àíèå, ìû âèäèì, ÷òî è ïî ñìûñëó ôîðìóëà
(12) îáîáùàåò òåîðåìó Ïèôàãîðà.
¾Íîâàß¿ òåîðåìà Ïèôàãîðà äåéñòâóåò â ãîðàçäî áîëüøåì êîíòåêñòå, âáèðàåò â
ñåáß (îðãàíèçóåò) ãîðàçäî áîëüøå ôàêòîâ. Íî ÷òî ñàìîå ïðèìå÷àòåëüíîå, â òàêîì àá-
ñòðàêòíîì âîñõîæäåíèè â íå÷òî åäèíîå îáúåäèíßþòñß, êàçàëîñü áû, ñîâåðøåííî ðàçíûå
ðàíåå óñòàíîâëåííûå òåîðåìû.
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Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, ìàòðèöó (n = 2):
A =

a11 a12
a21 a22
... ...
am1 am2

Ïî îïðåäåëåíèþ
‖A‖2 = det(A∗ · A) =

n∑
j=1
aj1aj1
n∑
j=1
aj1aj2
n∑
j=1
aj2aj1
n∑
j=1
aj2aj2
 = n∑
j=1
a2j1a
2
j2 −
n∑
j=1
(aj1aj2)
2.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå Áèíå-Êîøè
‖A‖2 =
∑
λ∈Λ(m,2)
(aλ(1)λ(1) · aλ(2)λ(2) − aλ(1)λ(2) · aλ(2)λ(1))2 ≥ 0.
Ñðàâíèâàß äâà âûðàæåíèß, ïîëó÷àåì
n∑
j=1
a2j1 ·
n∑
j=1
a2j2 −
n∑
j=1
(aj1aj2)
2 ≥ 0.
À ýòî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíßêîâñêîãî, èãðàþùåå ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â àíà-
ëèçå.
Âîîáùå, äâèæåíèå ïî ýâîëþöèîííîìó ðßäó åñòü âîñõîæäåíèå êî âñå áîëåå àá-
ñòðàêòíîìó è ê âñååäèíîìó. Òîëüêî â ñâîåì äâèæåíèè ïî ýâîëþöèîííîìó ðßäó òåîðåìà
Ïèôàãîðà ïðîßâëßåòñß â åãî âñåîáùíîñòè è íåîáõîäèìîñòè.
Â ýâîëþöèîííîì ðßäó òåîðåìû Ïèôàãîðà ñòîßò äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò,
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è íåêîòîðûå äðóãèå öåíòðàëüíûå
ïîíßòèß ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.
Ñëåäóþùèå ïðèìåðû, ôîðìèðóþùèå ïðåäñòàâëåíèå îá ýâîëþöèîííîì ðßäå, ìû
óæå ïîäðîáíî íå îïèñûâàåì. Îíè ïðîñòî èëëþñòðèðóþò, ÷òî ýâîëþöèîííûå ðßäû ¾ïðî-
íèçûâàþò¿ âñþ ìàòåìàòèêó.
Ïðèìåð 2. Ýâîëþöèîííûì ¾ïîòîìêîì¿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ãàóññà-
Îñòðîãðàäñêîãî ßâëßåòñß ñòðóêòóðíàß òåîðåìà äëß ôóíêöèé f(x) ñ ëîêàëüíî-
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé.
Ïóñòü U - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â En.
Òåîðåìà. Äëß f ∈ BVloc(U) ñóùåñòâóåò ìåðà Ðàäîíà µ íà U è µ−èçìåðèìàß ôóíê-
öèß σ : U → En, òàêèå ÷òî
(i) |σ(x)| = 1µ−ï.â.
(ii)
∫
U
f(x) · divϕ(x)dx = − ∫
U
ϕ(σ) · σ(x)dµ äëß âñåõ ϕ ∈ C1c (U,En).
Ñî ñòðóêòóðíîé òåîðåìîé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñß â [1].
Ïðèìåð 3. Íåïîñðåäñòâåííî çà êîìáèíàòîðíîé ëåììîé Øïåðíåðà â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì ýâîëþöèîííîì ðßäó ñòîèò îñíîâíàß òåîðåìà îá èíäåêñå äëß îòîáðàæåíèß êîìïëåê-
ñîâ. [2, c. 73]
Òåîðåìà. Åñëè Ck îðèåíòèðîâàííàß ñèìïëèöèàëüíàß k-öåïü, Skr - îðèåíòèðîâàí-
íûé ñèìïëåêñ, fk - îòîáðàæåíèå âåðøèí ñèìïëåêñîâ öåïè Ck â âåðøèíû ñèìïëåêñà Skr
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, a - âûäåëåííàß âåðøèíà ñèìïëåêñà Skr , ïðèâåäåííàß ãðàíèöà C
k îòíîñèòåëüíî fk è a
åñòü δ(Ck, fk, a); ïðèâåäåííîå îòîáðàæåíèå fk îòíîñèòåëüíî a åñòü fk−1, òî k-ìåðíûé èí-
äåêñ L îòîáðàæåíèß fk íàä Ck ðàâåí k − 1-ìåðíîìó èíäåêñó K îòîáðàæåíèß fk−1 íàä
δ(Ck, fk, a), ò.å. L = K.
Âåçäå â ïðèìåðàõ ýòîãî ïóíêòà àíàëîãèß åñòü ñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèß èíâàðè-
àíòà ðßäà, äâèãàþùåãîñß ïî ðßäó ñ ðàçâèòèåì. Òàêîé èíâàðèàíò èìåííî â ñèëó ñâîåãî
äâèæåíèß è ðàçâèòèß ïåðåñòàåò áûòü êëàññè÷åñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì. Äëß ïî-
ßñíåíèß ñâîåé ìûñëè ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ¾ïàðàäîêñ¿.
Â ïîíßòèå ¾÷åëîâåê¿ êàê ñîäåðæàíèå âõîäèò ñâîéñòâî ¾áûòü ÷åëîâåêîì è â÷åðà¿
(÷åëîâåê èç ¾â÷åðà¿ îí ñàì èëè åãî ìàòü). Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Åñëè k äíåé íàçàä ÷åëîâåê áûë, òî ïî ñîäåðæàíèþ ïîíßòèß îí áûë è k + 1 äíåé íà-
çàä. Ïîëó÷àåòñß, îí áûë âñåãäà. Òàê ÷òî Äàðâèí ¾îøèáàëñß¿, óòâåðæäàß ïðîèñõîæäåíèå
÷åëîâåêà îò îáåçüßíû.
Ýòîò ïðèìåð ïî ¾ôèëîñîôñêîìó¿ ñîäåðæàíèþ ñõîäåí ñî çíàìåíèòîé òåîðåìîé Ãå-
äåëß î íåïîëíîòå ëþáîé ôîðìàëüíîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùèé àðèôìåòèêó, â ÷àñòíîñòè,
ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Íàïðßæåíèå ìûøëåíèß, óëàâëèâàþùåãî ñîäåðæàíèå ïîíßòèß â ýâîëþöèîííîì ðß-
äó, çàìå÷àòåëüíî ñîãëàñóåòñß ñî ñëåäóþùèì âûñêàçûâàíèåì Ãåãåëß. [3, c. 306]
¾Ïîçíàíèå äâèæåòñß îò ñîäåðæàíèß ê ñîäåðæàíèþ. Ýòî äâèæåíèå âïåðåä îïðå-
äåëßåò ñåáß ïðåæäå âñåãî òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíî íà÷èíàåò ñ ïðîñòûõ îïðåäåëåííîñòåé
è ÷òî ñëåäóþùèå çà íèìè îïðåäåëåííîñòè ñòàíîâßòñß âñå áîãà÷å è êîíêðåòíåå. Èáî ðå-
çóëüòàò ñîäåðæèò ñâîå íà÷àëî, è äâèæåíèå ýòîãî íà÷àëà îáîãàòèëî åãî íîâîé îïðåäåëåí-
íîñòüþ. Âñåîáùåå ñîñòàâëßåò îñíîâó; ïîòîìó äâèæåíèå âïåðåä íå ñëåäóåò ïðèíèìàòü çà
ïðîöåññ, ïðîòåêàþùèé îò ÷åãî-òî èíîãî ê ÷åìó-òî èíîìó. Â àáñîëþòíîì ìåòîäå ïîíßòèå
ñîõðàíßåòñß â ñâî¼ì èíîáûòèè, âñåîáùåå - â ñâîåì îáîñîáëåíèè, â ñóæäåíèè è ðåàëüíî-
ñòè; íà êàæäîé ñòóïåíè äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèß âñåîáùåå âîçâûøàåò âñþ ìàññó ñâîåãî
ïðåäûäóùåãî ñîäåðæàíèß, è íå òîëüêî íå îñòàâëßåò ïîçàäè ñåáß, íî íåñåò ñ ñîáîé âñå
ïðèîáðåòåííîå è îáîãàùàåòñß âíóòðè ñåáß¿.
Âàðèàòèâíûé ðßä ( B-ðßä) è ýâîëþöèîííûé ðßä ( Ý-ðßä) èíòåðïðåòèðóþò â êîí-
òåêñòå ìåòàìàòåìàòèêè ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ëèíèè  äâà áàçèñíûõ ïîíßòèß
ñõåìû èåðàðõèè Õàêèìîâà Ý.Ì. Çäåñü îíè ðàçâåðòûâàþòñß è íàïîëíßþòñß ìàòåìàòè-
÷åñêèì ñîäåðæàíèåì. Ìû îòëè÷àåì ðàöèîíàëüíóþ ìåòàìàòåìàòèêó îò ôîðìàëèçóåìîé
ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è îñíîâíûì ïîíßòèåì ñäåëàëè ðßäû. Èìåííî â ðàç-
âåðòûâàþùèõñß ðßäàõ, íàì êàæåòñß, ìîæíî îáúåäèíèòü ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå è
ñîäåðæàíèå êàòåãîðèé äèàëåêòèêè ëîãèêè.
Ïðåäåëüíî ýêñòðàïîëèðóß, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âàðèàòèâíûé ðßä â àêòóàëüíîé
ñâîåé çàâåðøåííîñòè äàåò îäíî - ñóùíîñòü ïîíßòèß èëè òåîðåìû. Ýâîëþöèîííûé ðßä
îòðèöàåò ýòó çàâåðøåííîñòü, ïåðåíîñß ñóùíîñòü â ðàçâèòèå. Êàæäûé îáúåêò íàõîäèòñß
íà ïåðåñå÷åíèè Ý-ðßäà è B-ðßäà.
Âàðèàòèâíûé ðßä ñòðîèòñß ïî ÷àñòíîñòßì, íî îòðèöàåò ýòè ÷àñòíûå, âñêðûâàß
ñóùíîñòü ïîíßòèß (òåîðåìû, ßâëåíèß). Ýâîëþöèîííûé ðßä ñíèìàåò îòäåëüíîå áûòèå, â
ñåáå áûòèå ïîíßòèß, òåîðåìû, îáðàùàßñü è ïåðåõîäß âñå âðåìß ê èäåàëüíîìó âíåáûòèþ.
Öåëü íàøèõ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé - âûßâëåíèå êàòåãîðèé, îïðåäåëßþùèõ
äâèæåíèå ïî ðßäó, è ôîðìèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
65
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] ÝâàíñË.Ê., ÃàðèåïèÐ.Ô. Òåîðèß ìåðû è òîíêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè. Íîâîñèáèðñê:
Íàó÷íàß êíèãà, 2002, ñ.72.
[2] Òîìïêèíñ×. Ëåììà Øïåðíåðà è íåêîòîðûå åå îáîáùåíèß. Â ñá. ¾Ïðèêëàäíàß êîì-
áèíàòîðíàß ìàòåìàòèêà¿. Ì.: Ìèð, 1968.
[3] ÃåãåëüÃ.Â. Íàóêà ëîãèêè. Ì., 1972, ò.3, ñ.306-307.
66
Ëåêöèß 8. Ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî â
èåðàðõèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ââåäåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëåíèå ïðîòåêàåò â åäèíñòâå òàêèõ ìîìåíòîâ, êàê:
1) âëàäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì (òåîðèåé);
2) àáñòðàêòíî-ôèëîñîôñêàß ðåôëåêñèß ê ïðîáëåìå;
3) ïñèõîëîãèß òâîð÷åñòâà (âîëß, ìîòèâàöèß, ÷óâñòâî êðàñîòû è ò.ï.);
4) âëàäåíèå âûðàçèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè ßçûêà. Êîãäà ðàññóæäàåøü â ïîèñ-
êàõ èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ðåøåíèß çàäà÷è ôèëîñîôñêèå è ìàòåìà-
òè÷åñêèå àñïåêòû ðàçìûøëåíèß òðóäíî îòäåëèòü äðóã îò äðóãà. Òå îáùèå
ïðèíöèïû, êîòîðûå âûðàáàòûâàåò ìàòåìàòèê äëß ïîëó÷åíèß ðåøåíèß, íà-
çîâåì ðàöèîíàëüíûìè ïðèíöèïàìè ìàòåìàòèêè. Îäèí èç ýòèõ ïðèíöèïîâ -
ïðèíöèï ¾ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî¿ è îáñóæäàåòñß â äàííîé ðàáîòå. Â
îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò àâòîð äåëàåò çäåñü óïîð íà òî,÷òî
1) ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî è åñòü ñàìà çàäà÷à, íî â ïðåîáðàçîâàííîì âèäå;
2) ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü âîïëîùåíèå ëîêàëüíîãî ïîäõîäà â ïîíè-
ìàíèè ïðîñòðàíñòâà êàê êàòåãîðèè. Êàæäàß çàäà÷à, ïðîáëåìà èìåþò ñâîå
ñóùíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Íåò àáñîëþòíî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì âñå îáú-
ßñíßåòñß. Ïîäòâåðæäåíèå ýòîìó ìîæíî íàéòè è â ñîâðåìåííîé òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêå. Äëß îáúßñíåíèß íåêîòîðûõ ßâëåíèé ìèêðîìèðà ââîäßòñß
îáùèå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ¾äàëåêèå¿ îò åâêëèäîâûõ èëè ðèìà-
íîâûõ.
1. Ðàöèîíàëüíûå ïðèíöèïû ìàòåìàòèêè.
¾ Íàó÷íûé ìåòîä . . . - ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðà-
âèë, èíîãäà îáùèõ, èíîãäà ÷àñòíûõ, êî-
òîðûå ïîìîãàþò èññëåäîâàòåëþ â ïóòè â
äæóíãëè ïîíà÷àëó ðàçðîçíåííûõ, ïðîòèâîðå-
÷àùèõ äðóã äðóãó ôàêòîâ. Íàó÷íîå èñ-
ñëåäîâàíèå - ýòî èñêóññòâî, à ïðàâèëà â
èñêóññòâå, åñëè îíè ñëèøêîì æåñòêè, ïðè-
íîñßò áîëüøå âðåäà, ÷åì ïîëüçû¿.
Ä. Ï. Òîìïñîí
Ìàòåìàòèê èçëàãàåò ñâîè ðåçóëüòàòû (òåîðåìû, òåîðèè), ñëåäóß ïðàâèëàì
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, îáîñíîâûâàß ïîñëåäîâàòåëüíî ñâîè âûâîäû åå ñèëëîãèçìàìè. (Í.
Áóðáàêè â ñâîåì òðàêòàòå ¾ Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè¿ ïîêàçûâàåò, ÷òî âñß ñîâðåìåííàß
ìàòåìàòèêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó, ââåäåííóþ â ïåðâîì
òîìå òðàêòàòà, â ìîíîãðàôèè ¾ Òåîðèß ìíîæåñòâ¿). Íî ê èäåßì äîêàçàòåëüñòâà òåîðìû
è ðàçâèòèß òåîðèè ìàòåìàòèê ïðèõîäèò èíà÷å, ðóêîâîäñòâóßñü ïðàâèëàìè, êîòîðûå åìó
ïîäñêàçûâàåò îïûò è èíòóèöèß, -ðàöèîíàëüíûìè ïðèíöèïàìè ìàòåìàòèêè.
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Íàøà öåëü-èññëåäîâàòü ðàöèîíàëüíûå ïðèíöèïû êàê ñèñòåìó. Çàäà÷à ýòà åùå íå
çàâåðøåíà. Ïîýòîìó îñòàíîâèìñß òîëüêî íà îòïðàâíûõ ìîìåíòàõ. Âî-ïåðâûõ, ðàöèîíàëü-
íûå ïðèíöèïû äîëæíû îáëàäàòü âîñïðîèçâîäèìîñòüþ äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè êàê îïðå-
äåëåííàß â ñâîåì êà÷åñòâå ìûñëèòåëüíàß ïðîöåäóðà è äîïóñêàòü îáîãàùåíèå ñîäåðæàíèß
è ðàçâèòèå. Îòìåòèì â ñâßçè ñ ýòèì ðîëü ßçûêà. Â ðàöèîíàëüíûõ ïðèíöèïàõ íàèáîëåå
îáùèõ îòñóòñòâóåò ÷åòêàß è æåñòêàß ôîðìóëèðîâêà êàê ó òåîðåì. Ïðèíöèïû ñîòðóä-
íè÷àþò ñ èíòóèöèåé è íå ñâîäßòñß ê àëãîðèòìàì. Àëãîðèòìû æåñòêî ðåãëàìåíòèðóþò
äåéñòâèß, ïðèíöèïû -íåò.
Ïîñêîëüêó ïðèíöèïû ñëîâåñíî îôîðìëåíû, ñèëà ïðèíöèïà çàâèñèò îò ñèëû âûðà-
çèòåëüíûõ ñðåäñòâ ßçûêà. Áîãàòñòâî ßçûêà è ñðåäñòâ ßçûêîâîãî âûðàæåíèß ïîçâîëßåò
èññëåäîâàòåëþ äàâàòü ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè äëß ñëîæèâøåéñß ñèòóàöèè è òåì ñà-
ìûì äàåò ðàçëè÷íûå îòòåíêè ïðîáëåìû è áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìàíèå åå. Ôîðìóëèðóß â
ñëîâàõ, ìû óæå îáîáùàåì çàäà÷ó. Ñèëà îáîáùåíèß â ïðèâëåêàåìûõ ñëîâàõ è êîíñòðóêöèè
ïðåäëîæåíèß (ñðàâíèòå îáûäåííóþ ðå÷ü ñ ïðåäëîæåíèßìè òðóäîâ Ãåãåëß èëè Õàéäåã-
ãåðà). Ñëîâà ïðè îáäóìûâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû âñåãäà ïðèîáðåòàþò îòòåíîê
ôèëîñîôñêèõ ïîíßòèé.
Âî-âòîðûõ, íóæíî îòìåòèòü èåðàðõèþ ïðèíöèïîâ. Ïðèíöèïû ïåðâîãî óðîâíß ñâå-
äåíû Ä. Ïîéà â òàáëèöó ¾Êàê ðåøàòü çàäà÷ó¿. Ýòî ïðàâèëà, ïðèåìû èçëàãàþòñß âî
ìíîãèõ ðóêîâîäñòâàõ ïî ïîäãîòîâêå ê ìàòåìàòè÷åñêèì îëèìïèàäàì. Ýòî ïðàâèëà òèïà
¾ ðàññìîòðèòå àíàëîãè÷íûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, àíàëîãè÷íûé îáîáùàþùèé ïðèìåð¿; ¾íà÷-
íèòå ðåøàòü çàäà÷ó ñ êîíöà, èëè îò ïðîòèâíîãî¿, ¾ïðèíöèï Äèðèõëå¿, è ò.ï. Ýòî òî, ÷òî
Òîìñîí íàçûâàåò "÷àñòíûìè ïðàâèëàìè ".
Ïðèíöèïû áîëåå âûñîêîãî óðîâíß, áîëåå àáñòðàêòíû, íîñßò óæå ôèëîñîôñêèé õà-
ðàêòåð. Îíè ïîìîãàþò ïðîíèêíóòü çà íåïîñðåäñòâåííóþ äàííîñòü, êîãäà óì íà÷èíàåò
ðàáîòàòü ñ îòðèöàíèß íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèíèìàåìîé êàðòèíû, ñèòóàöèè çàäà÷è. Ýòè
ïðèíöèïû êàê áû ìåäèòèðóþò íàïðßæåíèå, íåîáõîäèìîå äëß ïðîäâèæåíèß ìûñëè çà
î÷åâèäíîñòü.
Ýòè ïðèíöèïû ïîäíèìàþòñß äî óðîâíß êàòåãîðèé è ïîíßòèé äèàëåêòè÷åñêîé ëî-
ãèêè. Íàïðèìåð, àíàëîãèß, êîòîðàß íà ïåðâîì óðîâíå ïðèíöèïîâ âûñòóïàåò êàê ðàññóæ-
äåíèå è äåéñòâèå ïî ñõîäñòâó, òåïåðü ïðîñòóïàåò êàê âîïëîùåíèå êàòåãîðèè âñååäèíñòâà,
êàê âûäåëåíèå ñóùíîñòè ÷åðåç ðßä ßâëåíèé. Äðóãèì ïîíßòèåì, îðãàíèçóþùèì ìàòåìà-
òè÷åñêèå ðàññóæäåíèß, ßâëßåòñß êàòåãîðèß ¾ èäåàëüíîå¿ (â ïîíèìàíèè Ý. Èëüåíêîâà).
Â-òðåòüèõ, ÷òî æå äàåò èçó÷åíèå ïðèíöèïîâ êîíêðåòíî äëß ðåøåíèß çàäà÷?
Ïðè âûðàáîòêå òîãî èëè èíîãî ïðèíöèïà, ñîáñòâåííî, âûðàáàòûâàåòñß âåñüìà îáùåå
íàïðßæåíèå- îáðàç èäåè, êîòîðàß ðåàëèçóåòñß â êîíêðåòíóþ èäåþ ïðè ðåøåíèè êîíêðåò-
íîé çàäà÷è. Ïîßñíèì ýòî ñëåäóþùèì âûñêàçûâàíèåì. Áûëà ðàíüøå òàêàß èãðà: âûñìîò-
ðåòü â íàáðîñêå øòðèõîâ êàêîé-ëèáî îáúåêò, íàïðèìåð, çàéöà. Íåâîçìîæíî ýòî ñäåëàòü,
íå îáëàäàß ìûñëåííûì îáðàçîì çàéöà, è íåâîçìîæíî ïî èñõîäíîìó ðèñóíêó äàòü ïðåä-
ñòàâëåíèå î çàéöå íåçíàêîìîìó ñ íèì ÷åëîâåêó. Ôèëîñîôñêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ïðèíöèï-
ýòî äîáûòîå ñûðüå, êîòîðîå â êîíêðåòíîé çàäà÷å ïðåâðàùàåòñß â êîíêðåòíóþ èäåþ.
Íàêîíåö, ïðèâåäåì çàìå÷àòåëüíîå âûñêàçûâàíèå âûäàþùåãîñß ðîññèéñêîãî ìàòå-
ìàòèêà À. Í. Êîëìàãîðîâà: "çàíßòèß ñîâñåì îáùèìè ïîëóôèëîñîôñêèìè ðàçìûøëåíèß-
ìè ó ìåíß ñàìîãî çàíßëè áîëüøå âðåìåíè è ýíåðãèè, ÷åì, ìîæåò áûòü, êàæåòñß èçäàëè.
Â òàêîé âûðàáîòêå ñîâñåì îáùèõ âçãëßäîâ èòîã óñèëèé çàêëþ÷àåòñß íå â ôîðìóëèðîâ-
êå òî÷íî ôèêñèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ, à â îáùåé ïåðåñòðîéêå ñîáñòâåííîãî ñîçíàíèß è
ðàçìåùåíèß âñåãî â íàäëåæàùåé ïåðñïåêòèâå".
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¾Óõâàòèòü òðóäíîñòü íà ãëóáèíå,- âîò ÷òî
ãëàâíîå¿.
À.Âèòãåíøòåéíþ
¾Âî âñåì ìíå õî÷åòñß äîéòè äî ñàìîé ñóòè . . . ¿
Á. Ïàñòåðíàê.
2 Èç ïðèíöèïîâ "âûñîêîãî"óðîâíß îáñóäèì ïîäðîáíî ïðèíöèï ýëåìåíòàðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé íåßâíî ðàñïîëàãàåòñß â ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèßõ "âñþäó
ïëîòíî". Ïðîñòðàíñòâî ßâëßåòñß ôóíäàìåíòàëüíûì ïîíßòèåì ôèëîñîôèè, ôèçèêè, ìà-
òåìàòèêè, íî ââåäåíèåì ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû ïåðåõîäèì ñ ãëîáàëüíîãî àñïåê-
òà ðàññìîòðåíèß ýòîãî ïîíßòèß íà ëîêàëüíûé.
Ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî - ýòî ñîâîêóïíîñòü ðîäñòâåííûõ â êàêîì-òî ïëàíå îáú-
åêòîâ, ðîäñòâî êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñß óñëîâèßìè çàäà÷è. Îáùèé ïðåäñòàâèòåëü ïðî-
ñòðàíñòâà ó÷àñòâóåò â îðãàíèçàöèè îïðåäåëåííîé èíòåðïðåòàöèè çàäà÷è è îáóñëàâëèâà-
åòñß èíòåðïðèòàöèåé ýòîé çàäà÷è. Ìàòåðèàë çàäà÷è âñåãäà ïîñòàâëßåò íàì ñîîáùåñòâî
îïðåäåëåííûõ îäíîòèïíûõ îáúåêòîâ, êîòîðîå íåîáõîäèìî âîñïðèíßòü êàê îïðåäåëåííóþ
ñòðóêòóðó, èçó÷åíèå êîòîðîé ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ çàäà÷è.
Â îòëè÷èå îò êàíòîðîâîãî ìíîæåñòâà îáåçëè÷åííûõ ýëåìåíòîâ ýëåìåíòàðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåòñß êàê ñîáðàíèå èíäèâèäóóìîâ, îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà êîòîðûõ
âàðüèðóþòñß è îïðåäåëßþòñß ðîëüþ ýëåìåíòîâ â çàäà÷å. Ìîæíî ñêàçàòü â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè, ÷òî ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ïëþñ îïðåäåëåííàß
èíòåðïðåòàöèß çàäà÷è, êîòîðàß âîñïðèíèìàåòñß êàê óðàâíåíèå, îïðåäåëßþùåå ýëåìåíò
èç ýòîãî ìíîæåñòâà, ðåàëèçóþùèé îïðåäåëåííîå âçàèìîäåéñòâèå â èíòåðïðåòàöèè.
Ïîìèìî ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àñïåêòà îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà
èìååò ôèëîñîôñêèé è ôèçè÷åñêèé àñïåêòû îáîñíîâàíèß. Ñ òî÷êè çðåíèß ôèëîñîôèè ïî-
áóæäàþùèì ê ðàçìûøëåíèßì ßâëßåòñß, êàê îòìåòèë Ìàìàðäàøâèëè, âîïðîñ: ¾ïî÷åìó
âñåãäà íå îäíî, à ìíîãî îäíîãî?¿. Íå îäèí ýëåêòðîí - ìíîãî ýëåêòðîíîâ. Ñîëíöå íå îä-
íî - ìíîãî çâåçä (äàæå â äîíàó÷íóþ ýïîõó Ñîëíöå - îäèí èç áîãîâ), è ò.ä. Ïîíèìàíèå
ýòîãî â òîì, ÷òî êàæäûé îáúåêò äâîéñòâåíåí: èìååò ïðåäìåòíîå áûòèå è èäåàëüíîå (õà-
ðàêòåðíûé ïðèìåð - äåíüãè: ïðåäìåòíîå áûòèå åñòü äåíåæíàß êóïþðà, èäåàëüíîå áûòèå
- îðãàíèçàöèß òîâàðîîáîðîòà). Ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü îòðàæåíèå ýòîé äâîé-
ñòâåííîñòè, åñòü ñàìàß ýêîíîìíàß ðåàëèçàöèß åå â áûòèå (îñóùåñòâëßåò âûáîð îáúåêòà è
åãî ôóíêöèîíàëüíóþ ðîëü ÷åðåç ìíîæåñòâî ñåáå ïîäîáíûõ ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíîé
çàäà÷å). Âíóòðåííåå èëè ïðåäìåòíîå áûòèå ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü êàíòîðîâî
ìíîæåñòâî. Âíåøíåå èäåàëüíîå áûòèå åñòü âçàèìîäåéñòâèå, îðãàíèçóåìîå ýëåìåíòîì èç
ïðîñòðàíñòâà â êîíòåêñòå çàäà÷è è âûßâëßþùåå ðåøåíèå. Îòìåòèì â ñâßçè ñ ýòèì, ÷òî
ïîä êîíòåêñòîì ìîæíî ïîíèìàòü âñþ ñîâîêóïíîñòü èíòåðïðåòàöèé çàäà÷è, à íå òîëü-
êî åå êîíêðåòíóþ ôîðìóëèðîâêó; ïðè÷åì, ñîâîêóïíîñòü íå àêòóàëüíî çàâåðøåííóþ, à
ïîòåíöèàëüíî ñòàíîâßùóþñß.
Ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñëåäóß ñêàçàííîìó, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
¾1→∞¿.
Ñî ñòîðîíû ôèçèêè ïîíßòèå ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà îòðàæàåò êâàíòîâàí-
íîñòü âñåõ ïðîöåññîâ. "Ìíîãî îäíîãî êâàíòû ðåàëèçóþò ïîëß, èçëó÷åíèß, âîëíû (êñòàòè,
êâàíò ìûøëåíèß - êëàðèòîí).
Èòàê, ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî - ýòî òà æå ñàìàß çàäà÷à, ñõåìàòèçèðîâàííàß êàê
ïðîñòðàíñòâî; àáñòðàêöèß, ýêâèâàëåíòíàß ïî öåëè (ðåøåíèþ) èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå.
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Çàäà÷à öåëèêîì ïîëîæåíà â ýëåìåíòàðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå åñòü èíîáûòèå çàäà÷è.
Åñëè çàäà÷à åñòü ìîäåëü, òî ¾1 → ∞¿ åñòü ìîäåëü ìîäåëè. Êàæäàß çàäà÷à èìååò ñâîå
ýëåìåíòàðíîå ðàçðåøàþùåå ïðîñòðàíñòâî, è â ýòîì ëîêàëüíûé õàðàêòåð îáñóæäàåìîãî
ïîíßòèß ïðîñòðàíñòâà.
3. Ïðèìåðû.
¾Âîò òóò-òî âñå è îáúßñíßåòñß¿.
Äèãàø
Âî ìíîãèõ ¾îëèìïèàäíûõ¿ çàäà÷àõ äëß ìëàäøåêëàññíèêîâ òèïà ¾çàäà÷à î õàíîé-
ñêîé áàøíå¿, ¾çàäà÷à î âîëêå, êîçå è êàïóñòå¿, çàäà÷è íàõîæäåíèß ôàëüøèâîé ìîíåòû
âçâåøèâàíèåì è ò.ï. ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîßâëßåòñß î÷åâèäíûì îáðàçîì êàê ïå-
ðå÷èñëåíèå âîçìîæíûõ äåéñòâèé. Ãëàâíîå çäåñü - ïîëíîòà ïåðå÷èñëåíèß, íå ïðîïóñòèòü
êëþ÷åâîå, ðåøàþùåå çàäà÷ó äåéñòâî. Â òî æå âðåìß îòìåòèì, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè äåé-
ñòâèß, êàê ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, ßâëßþòñß îñíîâîé ìíîãèõ òåîðèé. Ïåðåéäåì ê ïðèìå-
ðàì, ãäå âûáîð ïðîñòðàíñòâà ñàìî ïðåäñòàâëßåò çàäà÷ó, ãäå äëß ïðîßâëåíèß ýëåìåíòàð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà íóæíî ïðèëîæèòü óñèëèß. Çàäà÷à ïðîßâëåíèß èìååò ñâîè ïðèíöèïû,
íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìû ôîðìóëèðóåì ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðîâ.
Ïðèìåð 1. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà Â. Àðíîëüäîì â åãî êíèãå ¾ Îáûêíîâåííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß¿.
Èç ãîðîäà A â ãîðîä B âåäóò äâå äîðîãè.Èçâåñòíî, ÷òî äâå ìàøèíû, âûåçæàþùèå
èç A â B ïî ðàçíûì äîðîãàì, è ñâßçàííûå âåðåâêîé äëèíû, ìåíüøåé 2L, ñìîãëè ïðîåõàòü
èç A â B, íå ïîðâàâ âåðåâêè. Ìîãóò ëè ðàçìèíóòüñß, íå êîñíóâøèñü, äâà êðóãëûõ âîçà
ðàäèóñà L, öåíòðû êîòîðûõ äâèæóòñß ïî ýòèì äîðîãàì íàâñòå÷ó äðóã äðóãó?
Ðåøåíèå. Â. Àðíîëüä ïðåäëàãàåò ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ïîíßòèè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå ÷åðåç ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ìàøèíà
M1 äâèãàëàñü ïî äîðîãå D1, ìàøèíà M2 - ïî äîðîãå D2. Êàêîâ áû íè áûë ãðàôèê
S = S1(t) äâèæåíèß M1, ìîæíî ïîäîáðàòü ãðàôèê S = S2(t) äâèæåíèß M2, êîòîðîå íå
ðàçðûâàåò âåðåâêó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G = G1(t) è G = G2(t) ãðàôèêè óæå ðåàëè-
çîâàííîãî äâèæåíèß ìàøèí, òî S2(t) = G2(G1
−1(S1(t))). Ýëåìåíòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì
ßâëßåòñß ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ãðàôèêîâ äâèæåíèß M1. Ïóñòü M1 äâèæåòñß ïî
ãðàôèêó S = S1(t) äâèæåíèß îáîçà, âûøåäøåãî èç A (ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò ïðî-
ñòðàíñòâà!). Âòîðàß ìøèíà M2 ïóñòü äâèæåòñß ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ãðàôèêó S2(t). Â
ìîìåíò τ âñòðå÷è ìàøèíû M2 è îáîçà, âûøåäøåãî èç B ïî äîðîãå D2, îáîçû ñòîëêíóòüñß.
Ðåçþìå ê ýòîìó ïðèìåðó. Â çàäà÷å ÷àñòî ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîðîæäàåòñß
ýëåìåíòîì, îáëàäàþùèì ñâîáîäîé âûáîðà.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì òðè âåëè÷èíû: b =
a+ c
2
- ñðåäíåå àðèôìèòè÷åñêîå,
b =
√
ac - ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå, b =
2ac
a+ c
- ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå. Èññëåäîâàòü
îòíîøåíèß ìåæäó íèìè, ïðåäïîëàãàß a, b, c > 0.
Ðåøåíèå. Âåëè÷èíû ìàëî ñâßçàíû ïî ôîðìå, è òðóäíî óëîâèòü, ÷òî çäåñü
ïðåäñòàâëåíî íå÷òî îäíî ñ âàðèàöèåé îïðåäåëåííîãî ñâîéñòâà. Ïîïûòàåìñß ïðåäñòà-
âèòü âåëè÷èíû äðóãèìè âûðàæåíèßìè. Äëß îïðåäåëåííîñòè ïóñòü a > c > 0. Ïîñëå
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íåêîòîðîé ðàáîòû ìû ïðèõîäèì ê íàáëþäåíèþ, ÷òî ÷èñëî b, îïðåäåëåííîå èç íåðàâåíñòâ:
(1)
a− b
b− c =
a
a
,(2)
a− b
b− c =
a
b
,(3)
a− b
b− c =
a
c
ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëßåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå, ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå è
ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå. Ôîðìóëû (1) − (3) îäíîòèïíû è ïðèâîäßò ê ðàññìîòðåíèþ
ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâåíñòâ {φ(b) = const} ñ çàäàííîé ôóíêöèåé φ(b) = a− b
b− c ;
a, c ïðåäïîëàãàþòñß ôèêñèðîâàííûìè. Ïðîáëåìà ñâîäèòñß òåïåðü ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ
ôóíêöèè φ(b). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ c < a, ïîýòîìó φb
′ < 0, ò.å. ôóíêöèß φ ìîíîòîííî
óáûâàþùàß. Ïîñêîëüêó
a
a
<
a
b
<
a
c
, òî çíà÷åíèß b, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çíà÷åíèßì
ôóíêöèè φ ïîñëåäîâàòåëüíî óáûâàþò:
a+ c
2
>
√
ac >
2ac
a+ c
.
Ðåçþìå. Ìû ÷àñòî ïðèõîäèì ê ýëåìåíòàðíîìó ïðîñòðàíñòâó ÷åðåç èçìåíåíèå
ôîðìû äàííûõ çàäà÷è è çàòåì âûßâëåíèå îáùåãî ïðåäñòàâëåíèß ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà.
Ïðèìåð 3. Ýëåìåíòàðíàß òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè. Ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî
- ýòî âçàèìîäåéñòâóþùàß ñèñòåìà ýëåìåíòîâ. Óñëîâèß çàäà÷è èãðàþò ðîëü óðàâíåíèß,
îïðåäåëßþùåãî ñâîéñòâî âçàèìîäåéñòâèß. Êàê ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå? Ñëåäóåò ó÷åñòü,
÷òî â êàêîé-òî, ïóñòü èçìåíåííîé ôîðìå, îáùèå çàêîíû äëß ñèñòåì èìåþò ìåñòî è äëß
ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó â óñòîé÷èâîì ñîñòîßíèè
õàðàêòåðèçóåò ìèíèìóì ýíåðãèè. Äëß ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ýòî ñâîéñòâî òðàíñ-
ôîðìèðóåòñß â áëèçêèé ïðèíöèï ìèíèìàëèçàöèè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà (âñïîìíèì:
¾1→∞¿ åñòü ñàìàß ýêîíîìíàß ðåàëèçàöèß...).
Òåîðåìà. (Øàãèäóëëèí Ð.Ð.). Ïóñòü äàíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîíå÷íûõ ñòðîê
ñèìâîëîâ aij :
a11, a12, a13, . . . a1n1 ,
a21, a22, a23, . . . a2n2 ,
. . . . . . . . . . . . . . . (1)
ak1, ak2, ak3, . . . aknk ,
. . . . . . . . . . . . . . .
Ñèìâîëû ïðåäñòàâëßþò áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, èíäåêñèðîâàííûå íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè; âîçìîæíî ïîä÷åðêíóòûå ñâåðõó, íàïðèìåð, A1, B10, C9 . . . . Äëß ëþáîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòðîê âîçìîæíî âûáðàòü ïî îäíîìó ñèìâîëó â ñòðîêå òàêèì îáðàçîì,
÷òî â öåëîì âûáîðêà íå áóäåò ñîäåðæàòü êàêóþ-ëèáî áóêâó âìåñòå ñ åå ¾ îòðèöàíèåì ¿
ïîä÷åðêèâàíèåì, íàïðèìåð, D101 è D101. Òîãäà îïèñàííóþ âûáîðêó ìîæíî îñóùåñòâèòü
ñðàçó äëß âñåé ñèñòåìû ñòðîê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, ñîñòàâëßþò ñèìâîëû, âçà-
èìîäåéñòâèå èõ - ýòî îáåñïå÷åíèå óñëîâèß çàäà÷è. Ïðèìåíèì ê ýòîìó ïðîñòðàíñòâó ïðèí-
öèï ìèíèìèçàöèè. Äëß ýòîãî ðàññìîòðèì a11. Åñëè âû÷åðêèâàíèå a11 èç òàáëèöû (1) ñî-
õðàíßåò óñëîâèß çàäà÷è, óáèðàåì ýòîò ýëåìåíò. Àëüòåðíàòèâà: ñèìâîë a11 íåëüçß óáðàòü,
èáî áåç íåãî âûáîðêó, ñêàæåì äëß ïåðâûõ m - ñòðîê, óæå íåëüçß ïðîâåñòè. Ïîñêîëüêó
âûáîðêà ðàíåå áûëà âîçìîæíà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a11 ó÷àâñòâóåò â ýòîé âûáîðêå. Èòàê,
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â àëüòåðíàòèâíîì ñëó÷àå â ïåðâîé ñòðîêå îñòàâëßåì òîëüêî a11 . Äëß ïîëó÷àþùåéñß
òàáëèöû óñëîâèß òåîðåìû âûïîëíßþòñß. Ïîâòîðßß ðàññóæäåíèß ( â ñëó÷àå âîçìîæíîñòè
óáðàòü a11 ), ìû äîáèâàåìñß, ÷òî â ïåðâîé ñòðîêå îñòàåòñß òîëüêî îäèí ýëåìåíò. Èçëîæåí-
íûå ðàññóæäåíèß ïîâòîðßåì ñî âòîðîé è ïîñëåäóþùèìè ñòðîêàìè. Ìèíèìèçèðîâàííàß
òàêèì îáðàçîì òàáëèöà è ïðåäñòàâëßåò èñêîìóþ âûáîðêó.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ëåãêî òðàíñôîðìèðîâàòü â äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû êîìïàêòíîñòè Ãåäåëß - Ìàëüöåâà â òåîðèè ìîäåëåé è òåîðåìû Òèõîíîâà â îáùåé
òîïîëîãèè.
Ðåòðîñïåêòèâíûé àíàëèç ê ïðîâåäåííîìó ðàññóæäåíèþ. Ìàòåðèàë çàäà÷è âñåãäà
ïîñòàâëßåò íàì ñîîáùåñòâî îïðåäåëåííûõ îäíîòèïíûõ îáúåêòîâ. Çàáóäåì î öåëßõ
çàäà÷è, âîñïðèìåì ïðåäñòàâëåííûé â íåé ìèð îáúåêòîâ êàê îðãàíèçàöèþ, îïðåäåëåí-
íóþ ñòðóêòóðó, êàê ñèñòåìó, êàê ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
îáñóäèòü ïåðåíîñ çíàêîâ îáùåé òåîðèè ñèñòåì íà ýòî ïðîñòðàíñòâî. Íàïðèìåð, åñëè â
ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå ìåñòî öåíòðàëüíîãî ïîíßòèß çàíèìàåò ýíåðãèß, òî ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
åìó â ìàòåìàòè÷åñêîé ñèñòåìå? ×òî ñîîòâåòñòâóåò âàðèàöèîííûì ïðèíöèïàì? Åñëè
âàðèàöèîííûé ïðèíöèï â îáùåì åñòü âûðàæåíèå "ýêîíîìèè ñðåäñòâ òî íåëüçß ëè ýòîò
ïðèíöèï â ïðîñòåéøåé ôîðìå ïðåäñòàâèòü êàê âîçìîæíîñòü óìåíüøèòü â ñîîáùåñòâå
îäíîòèïíûõ îáúåêòîâ çàäà÷è ÷èñëî îáúåêòîâ?
Ïðèìåð 4. Åùå îäèí ïðèìåð ìèíèìèçàöèè "÷èñëà äåéñòâóþùèõ ëèö". Èìååòñß
ðàçëèíîâàííàß â êëåòêó áóìàãà, ñòîðîíà êëåòêè ðàâíà 1 ñì.
Ó÷åíèê ïîñàäèë êëßêñó ïëîùàäüþ S < 1cm2. Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî ïî íîâîé ðàç-
ëèíîâàòü ýòîò ëèñò íà òàêèå æå êëåòêè òàê, ÷òî ïðè ýòîì íè îäíà èç âåðøèí íîâîé
êëåòêè íå áóäåò ëåæàòü íà êëßêñå.
Êàê îáúåêò ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà âîçüìåì êëåòêó, ñîäåðæàùóþ ÷àñòü êëßê-
ñû. Åñëè ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñìåñòèòü òàêóþ êëåòêó è íàëîæèòü íà ëþáóþ äðó-
ãóþ, òî âîçíèêíåò "íîâàß"êëßêñà, ñ íå áîëüøåé ïëîùàäüþ. Òðåáóåìàß ðàçëèíîâêà ïðè
"íîâîé"êëßêñå áóäåò ïðèãîäíà è äëß "ñòàðîé". Òà ðàçëèíîâêà, êîòîðóþ ìû èùåì, èí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íàøèõ îáúåêòîâ. (Çàìåòèì, ÷òî è â
ôèçèêå çàêîíû ñîõðàíåíèß, âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû òåñíî ñâßçàíû ñ èíâàðèàòíîñòüþ
(÷åãî-òî îòíîñèòåëüíî ÷åãî-òî)).
Îñòàåòñß, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó, ïåðåíåñòè âñå êëåòêè íà îäíó è âûáðàòü â ïîñëåä-
íåé òî÷êó, íå ïðèíàäëåæàùóþ êëßêñå. Ïàðàëëåëüíûé îáðàòíûé ïåðåíîñ íà âñå êëåòêè
âûäåëåííîé òî÷êè äàåò âåðøèíû êëåòîê òðåáóåìîé ðàçëèíîâêè.
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Çàêëþ÷åíèå.
¾Ðàöèîíàëüíî ìûñëßùåãî ÷åëîâåêà óáåäèò àð-
ãóìåíò, à äîêàçàòåëüñòâî íóæíî, ÷òîáû óáå-
äèòü òîãî, êòî íå îñîáî óìåí¿.
Ï. Ðåíòëè, À. Äàíäåñ
Â èçëîæåííîì ìàòåðèàëå ïîñòîßííî çàòðàãèâàåòñß äóàëüíàß ïàðà: ßâëåíèå - ñóù-
íîñòü. Ñîáñòâåííî, ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî, âûðàæàßñü ôèëîñîôñêèì ßçûêîì, ïðî-
ßâëßåò ñóùíîñòü, ßâëåííóþ îïèñàíèåì çàäà÷è, êîíòåêñòîì çàäà÷è. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì
ßçûêå ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü íå÷òî âðîäå ôîðìóëû, äàþùåé ðåøåíèå óðàâíå-
íèß - çàäà÷è. ×àñòî ê ñóùíîñòè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ê ðåøåíèþ ïîäâîäèò â ýëåìåíòàðíîì
ïðîñòðàíñòâå ÷ëåí - ¾ìóòàíò¿, èëè ¾èñêëþ÷èòåëüíûé ïî ïîëîæåíèþ¿ ÷ëåí, èëè ÷ëåí
¾ñèíãóëßðíûé¿ â êàêîì ëèáî îòíîøåíèè, èëè íå÷òî àáñòðàêòíî - âñåîáùåå äëß âñåõ ñè-
ñòåì, ïðåäñòàâëåííîå â äàííîé êîíêðåòíîé çàäà÷å ÷åðåç îáùèé ýëåìåíò ýëåìåíòàðíîãî
ïðîñòðàíñòâà.
Åñëè îòíîøåíèß ýëåìåíòîâ â ýëåìåíòàðíîì ïðîñòðàíñòâå áåðóòñß ìàêñèìàëüíî
àáñòðàãèðîâàííûìè îò êîíêðåòèêè, òî îòíîøåíèß ïðåäñòàâëßþòñß ïîäìíîæåñòâàìè äå-
êàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâ ( êàêèå ïðîèçâåäåíèß íåîáõîäèìî áðàòü îïðåäåëßåòñß
çàäà÷åé) è ïðèíèìàåòñß êàêàß - òî îáùàß ñèñòåìà àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà òåîðèè ìíî-
æåñòâ. Òàê âîçíèêàþò ñòðóêòóðû Áóðáàêè.Îäíàêî, äëß òàêîãî ïîñòðîåíèß òåîðèè âñå
ðàâíî íóæíà èåðàðõèß: ïîëó÷àåìûå íà îäíîì óðîâíå ðàçâèòèß òåîðèè òåîðåìû äàëåå íå
âîñïðèíèìàþòñß êàê ôîðìàëüíûå îáðàçîâàíèß, ñàìè ñòàíîâßòñß îïîðíûìè èñõîäíûìè
ïðåäïîñûëêàìè äëß ïîñëåäóþùèõ âûâîäîâ. À õîäîì ñëîæíîãî ðàññóæäåíèß âñå ðàâíî
ðóêîâîäèò êàêàß -òî ñîäåðæàòåëüíî âîñïðèíèìàß èäåß - ïðèíöèï. Èáî, â ãíåñåîëîãè÷å-
ñêîì ïëàíå èåðàðõèß â ìàòåìàòèêå - ýòî îôîðìëåíèå, ôîðìà ïîíèìàíèß. Òîãäà êàê â
ôèçèêå èåðàðõèß êàê íå÷òî îáúåêòèâíî -ðåàëüíîå åñòü àíòèýíòðîïèéíûé ïðîöåññ.
Â ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îò ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîäíèìàåìñß íà óðî-
âåíü âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ, - óðîâåíü
èåðàðõèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òðåáóþùèé ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèß. Íà ýòîì
óðîâíå ëåæàò âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî íà ýëåìåíòàðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñìîòðåòü, êàê íà ÷ëåí ýâî-
ëþöèîííîãî ðßäà ¾âåëè÷èíà ¿: ÷èñëî - òåíçîð - îïåðàòîð-... . Äåéñòâèòåëüíî, âçàè-
ìîäåéñòâèå ìåæäó ¾1 → ∞¿ è êîíòåêñòîì çàäà÷è åñòü ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå -
îïåðàòîð. êàæäîìó ýëåìåíòó èç ¾1→∞¿ ñòàâèòñß â ñîîòâåòñòâèå ïðåòåíäóþùàß íà ðå-
øåíèå èíòåðïðåòàöèß çàäà÷è. Ðîëü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÷èñëîâûõ ôóíêöèé èãðàþò îñîáûå
ýëåìåíòû ýëåìåíòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ëåêöèß 9. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü X  ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ρ(x, y)  ÷èñëîâàß ôóíêöèß îò äâóõ ïåðåìåííûõ,
îïðåäåëåííàß íà X.
Ñâîéñòâà ρ(x, y):
1) Àêñèîìà òîæäåñòâà
ρ(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X
ρ(x, y) = 0 ∼ x = y
2) Àêñèîìà ñèììåòðèè
ρ(x, y) = ρ(y, x)
3) Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X
Ôóíêöèß ρ(x, y) íàçûâàåòñß ìåòðèêîé (ðàññòîßíèåì), à ìíîæåñòâî X íàçûâà-
åòñß ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X, ρ.
Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ:
1) E3 îïðåäåëßåòñß êàê óïîðßäî÷åííàß òðîéêà ÷èñåë, è åñëè
x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3), òî
ρ(x, y) =
√√√√ 3∑
i=1
(xi − yi)2
Ñâîéñòâà 1)-3) ëåãêî ïðîâåðßþòñß, íåðàâåíñòâî 3):
ρ(A,B) ≤ ρ(A,C) + ρ(C,B)  åñòü îáû÷íîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëß
∀A,B,C ∈ E3
2) C[a, b] = 〈ϕ(x) : ϕ(x) íåïðåðûâíà íà [a, b]〉
Åñëè ϕ(x), ψ(x) ∈ C[a, b], òî
ρ(ϕ, ψ) = sup
x∈[a,b]
|ϕ(x)− ψ(x)|
Äîêàæåì ÷òî ρ(ϕ, ψ) ìåòðèêà:
ρ(ϕ, ψ) ≥ 0
ρ(ϕ, ψ) = ρ(ψ, ϕ)
|ϕ(x)− ψ(x)| ≤ |ϕ(x)− f(x)|+ |f(x)− ψ(x)| ⇒
sup |ϕ(x)− ψ(x)| ≤ sup |ϕ(x)− f(x)|+ sup |f(x)− ψ(x)|
Ò.î. ρ(ϕ, ψ) óäîâëåòâîðßåò âñåì ñâîéñòâàì ìåòðèêè.
3) L2[a, b] = 〈ϕ(x) :
b∫
a
ϕ(x)2dx <∞〉
ϕ(x), ψ(x) ∈ L2[a, b]
ρ(ϕ, ψ) =
√
b∫
a
(ϕ(x)− ψ(x))2 dx
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Ïåðâûé ýòàï ïîñòðîåíèß òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íà÷èíàåòñß ñ îïðåäå-
ëåíèé ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèßìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Îïðåäåëåíèå:
Îòêðûòûé øàð Br(x) ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x åñòü ìíîæåñòâî
Br(x) = 〈y : y ∈ X, ρ(x, y) < r〉
Îïðåäåëåíèå:
Çàìêíóòûé øàð Br(x) ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x åñòü ìíîæåñòâî
Br(x) = 〈y : y ∈ X, ρ(x, y) ≤ r〉
Íå âñå óòâåðæäåíèß ñïðàâåäëèâûå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò ìåñòî â ïðî-
èçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè öåíòðà
øàðà.
Ïðèìåð:
Îïðåäåëèì ìåòðèêó íà X = {a, b, c}:
ρ(a, b) = ρ(a, c) = ρ(b, c) = 2
ρ(a, a) = 0, ρ(b, b) = 0, ρ(c, c) = 0
ρ(a, b) = ρ(b, a) ∀ a, b ∈ X
ρ(a, b) ≤ ρ(a, c) + ρ(c, b) ∀ a, b, c ∈ X
Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X, ρ, â êîòîðîì
B3(a) = B3(b) = B3(c) = X
Îïðåäåëåíèå:
Ïóñòü äàíû r > 0 è òî÷êà a, òîãäà V ⊂ X íàçûâàåòñß îêðåñíîñòüþ òî÷êè a,
åñëè V ñîäåðæèò øàð Br(x), ò.å. V ⊇ Br(x), r > 0
Îïðåäåëåíèå:
Ìíîæåñòâî O ⊆ X íàçûâàåòñß îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, åñëè âìåñòå ñ
êàæäîé ñâîåé òî÷êîé îíî ñîäåðæèò è îêðåñíîñòü ýòîé òî÷êè, ò.å. åñëè O ßâëßåòñß
îêðåñíîñòüþ êàæäîé ñâîåé òî÷êè.
Îïðåäåëåíèå:
Ìíîæåñòâî F ⊆ X íàçûâàåòñß çàìêíóòûì, åñëè îíî ßâëßåòñß äîïîëíåíèåì ê
îòêðûòîìó ìíîæåñòâó, ò.å. X − F îòêðûòî.
Ïðåäëîæåíèå 1: Ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
1) X, ∅,  îòêðûòûå ìíîæåñòâà,
2) Åñëè O1, O2, . . . , Ok êàêîé-òî ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íàáîð îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ, òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ýòîãî íàáîðà
k⋂
i=1
Oi
òîæå îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
3) Ñóììà ëþáîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ßâëßåòñß îòêðûòûì ìíîæåñòâîì:
∀α ∈ I, Oα  îòêðûòî ⇒
⋃
α∈I
Oα  îòêðûòî
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Äîêàçàòåëüñòâî:
1) ∀ a ∈ X, Br(a) ⊂ X, r > 0 ⇒ X  îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ.
Åñëè a ∈ ∅, òî Br(a) ⊆ ∅ ïî ñìûñëó èìïëèêàöèè.
2) Ïóñòü
a ∈
k⋂
i=1
Oi ⇒ a ∈ Oi ∀ i
Ñóùåñòâóþò ri > 0, ÷òî Bri(a) ⊆ Oi, r > 0. Ïóñòü r = min(r1, r2, . . . , rk),
òîãäà Br(a) ⊆ Oi ∀ i
3)
a ∈
⋃
α∈I
Oα ⇒ ∃α : a ∈ Oα ⇒ ∃ r > 0 è Br(a) ⊆
⋃
α∈I
Oα
Ïðåäëîæåíèå 2: Ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
1) X, ∅,  çàìêíóòûå ìíîæåñòâà,
2) Åñëè F1, F2, . . . , Fk êàêîé-òî ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íàáîð çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ, òî ñóììà ìíîæåñòâ ýòîãî íàáîðà
k⋃
i=1
Fi
òîæå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
3) Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ßâëßåòñß çàìêíóòûì ìíîæå-
ñòâîì:
∀α ∈ I, Fα  çàìêíóòî ⇒
⋂
α∈I
Fα  çàìêíóòî
Äîêàçàòåëüñòâî:
1) X îòêðûòî, çíà÷èò, åãî äîïîëíåíèå X −X = ∅ çàìêíóòî.
2) Fi  çàìêíóòî ⇒ Oi = X − Fi  îòêðûòî
k⋂
i=1
Oi =
k⋂
i=1
(X − Fi) = X −
k⋃
i=1
Fi  îòêðûòî ïî ïåðâîìó ïðåäëîæåíèþ,
ñëåäîâàòåëüíî,
k⋃
i=1
Fi  çàìêíóòî, ò.ê. ßâëßåòñß äîïîëíåíèåì ê îòêðûòîìó.
3) Àíàëîãè÷íî ï. 2) (íóæíî âîñïîëüçîâàòüñß ïðèíöèïîì äâîéñòâåííîñòè).
Îïðåäåëåíèå:
Ïóñòü X, ρ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊆ X, òî÷êà a ∈ X. a íàçûâàåòñß
ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëß ìíîæåñòâà M , åñëè êàæäàß îêðåñíîñòü òî÷êè a ñîäåðæèò
òî÷êó èç M , íå ðàâíóþ a.
Òåîðåìà:
Ìíîæåñòâî F ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè
ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïóñòü F çàäàíî, ïî îïðåäåëåíèþ X−F = O îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ïî îïðåäåëåíèþ
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â í¼ì íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëß F . Îáðàòíî: Ïóñòü F ñîäåðæèò
âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
X − F, a ∈ X − F , a  íå ïðåäåëüíàß òî÷êà. Òîãäà ∃Va îêðåñíîñòü òî÷êè a, êîòîðàß íå
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ñîäåðæèò òî÷åê èç F , ñëåäîâàòåëüíî, Va ⊆ X − F ⇒ X − F îòêðûòî.
Îïðåäåëåíèå:
Ïóñòü M ⊆ X, ρ. M  çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M åñòü ìíîæåñòâî M ñî âñåìè
ïðèñîåäèíåííûìè ê M ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè.
Òåîðåìà:
M  çàìûêàíèå ìíîæåñòâàM åñòü íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå
M .
Äîêàçàòåëüñòâî:
M  çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü a  ïðåäåëüíàß òî÷êà äëß M . Ïðèìåì, ÷òî:
V (a) = Br(a), r > 0, b ∈ Br(a)
⋂
(M − a)
∃ ρ > 0, Bρ(b) ⊆ Br(a), ρ < r − ρ(a, b), ∃m ∈M, m ∈ Bρ(b) ⇒ m ∈ Br(a) ⇒
a  ïðåäåëüíàß òî÷êà äëß M ⇒ a ∈M .
Ïóñòü íåêîòîðîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ñîäåðæèò M , òîãäà F ñîäåðæèò âñå ïðå-
äåëüíûå òî÷êè äëß M , ñëåäîâàòåëüíî F ⊇M .
Îïðåäåëåíèå:
Äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X, ρ. Ìíîæåñòâî M ⊆ X íàçûâàåòñß âñþäó
ïëîòíûì, åñëè äëß M  çàìûêàíèß M , âûïîëíßåòñß M = X.
Ïðèìåð:
X ≡ R1, M  ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. M = R1  ò.å. ìíîæåñòâî ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë âñþäó ïëîòíî.
Îïðåäåëåíèå:
Ñèñòåìà ìíîæåñòâ {Aα}α∈I ïîêðûâàåò (åñòü ïîêðûòèå ìíîæåñòâà)
M ⊆ X, åñëè ⋃
α∈I
Aα ⊇M
Îïðåäåëåíèå:
Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X, ρ íàçûâàåòñß ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â X ñóùå-
ñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.
Ïðèìåð:
R1 ñåïàðàáåëüíî, ò.ê. ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, âõîäßùåå â íåãî,
ñ÷åòíî è âñþäó ïëîòíî.
Îïðåäåëåíèå:
Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X, ρ íàçûâàåòñß ëèíäåë¼ôîâûì, åñëè èç ëþáîãî ïî-
êðûòèß X îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü ñ÷åòíîå ïîêðûòèå, ò.å. åñëè
∀α ∈ I, Oα  îòêðûòî è
⋃
α∈I
Oα ⊇ X, òî ∃α1, α2, . . . , αn, . . . ∈ I è
∞⋃
i=1
Oαi ⊇ X
Òåîðåìà 1:
Ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ëèíäåë¼ôîâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X, ρ ñåïàðàáåëüíî è a1, a2, . . . , an, . . . ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå
ìíîæåñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà {Oα}α∈I îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïîêðûâàåò X, ò.å.⋃
α∈I
Oα ⊇ X
Ïóñòü a  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç X : a ∈ X. Ò.ê. {Oα} ïîêðûâàþò X, òî ∃α ∈ I, a ∈
Oα ⇒ Br(a) ⊆ Oα (ò.ê. Oα îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî ñîäåðæèò è øàð ðàäèóñà r > 0 ñ
öåíòðîì â òî÷êå a ), ÷èñëî r ìîæíî ñ÷èòàòü ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.
Ò.ê. a1, a2, . . . , an, . . . âñþäó ïëîòíûå, òî ∃ am ∈ Br/3(a) ⇒ a ∈ Br/3(am) ⇒
Br/3(am) ⊆ Br(a) ⊆ Oα
Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü øàðîâ {Br/3(am)}, êîãäà a ïðîáåãàåò âñå X. Ñèñòåìà
ýòèõ øàðîâ ñ÷åòíàß, ò.ê. r/3 ïðîáåãàåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (ïîòîìó ÷òî r ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî), ýëåìåíòîâ am òîæå ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî, çíà÷èò, ñèñòåìà ñ÷åòíà. Íî êàæäîå èç
íèõ âõîäèò â íåêîòîðîå Oα, èç ïîêðûòèß {Oα} îñòàâëßåì òîëüêî òå ìíîæåñòâà, êîòîðûå
ñîäåðæàò øàð èç ïîñòðîåííîé ñîâîêóïíîñòè, èõ ñ÷åòíîå ÷èñëî è îíè ïîêðûâàþò X.
Îïðåäåëåíèå:
Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, ρ ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñß îãðàíè÷åííûì,
åñëè îíî ñîäåðæèòñß â íåêîòîðîì øàðå êîíå÷íîãî ðàäèóñà, ò.å.
sup
a,b∈M
ρ(a, b) <∞
Îïðåäåëåíèå:
Ìíîæåñòâî M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, ρ íàçûâàåòñß âïîëíå îãðàíè÷åí-
íûì, åñëè êàæäàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç M ñîäåðæèò
ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Îïðåäåëåíèå:
Ìíîæåñòâî M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, ρ íàçûâàåòñß êîìïàêòíûì, åñ-
ëè êàæäàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç X ñîäåðæèò ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàß ñõîäèòñß ê êàêîìó-òî ýëåìåíòó èç M , ò.å. åñëè
x1, x2, . . . , xn, . . . ∈ M , òî ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn1 , xn2 , . . . è a ∈ M ,
òàêèå ÷òî
lim
i→∞
xni = a
Îïðåäåëåíèå:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xn, . . . íàçûâàåòñß ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè
∀ ε > 0 ∃N ∀n > N, ∀m : ( ρ(xn+m, xn) < ε ); N, n,m  íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Òåîðåìà 2:
Ìíîæåñòâî M âïîëíå îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ∀ ε > 0
M ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèóñà, íå ïðåâîñõîäßùåãî ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü M âïîëíå îãðàíè÷åíî ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü ñóùåñòâóåò
òàêîå ε > 0, ÷òîM íåëüçß ïîêðûòü íèêàêèì êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèóñà ε. Ñòðîèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: â êà÷åñòâå m1 áåð¼ì ëþáîé ýëåìåíò èçM . Ðàññìîòðèì øàð Bε(m1),
îí íå ïîêðûâàåò M ⇒ ∃m2 /∈ Bε(m1), m2 ∈M
Âîçüìåì Bε(m1)
⋃
Bε(m2), îíè òîæå íå ïîêðûâàþò M , ñëåäîâàòåëüíî,
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∃m3 /∈ Bε(m1)
⋃
Bε(m2), m3 ∈M
È ò.ä.
Íà k-ì øàãå ïîñòðîèëè m1,m2, ..,mk, òàêèå ÷òî îíè íå ñîäåðæàòñß â ñóììå øàðîâ
ñ öåíòðàìè â ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòàõ ñ ðàäèóñîì ε.
Âîçüì¼ì èç ìíîæåñòâàM -Bε(m1)∪Bε(m2)...∪Bε(mk) 6= ∅ ýëåìåíòmk+1, ïîëó÷àåì
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, òàêèõ ÷òî ρ(mi,mj) ≥ ε.
Çíà÷èò, èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íèêàê íåëüçß âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, è ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ε ñî ñâîéñòâàìè èç îïðåäåëåíèß âïîëíå
íåïðåðûâíîñòè íåâåðíî.
2) îáðàòíî:
Ïóñòü M ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèóñà ε äëß ëþáîãî ε, ïóñòü
x1, x2, .., xn, ... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èçM . Áåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ε1 >
ε2 > ..εn > ... > 0 òàêóþ, ÷òî
lim
n→∞
εn = 0
Òîãäà M ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ Bε1(y1), Bε1(y2), .., Bε1(yp), ñëåäîâà-
òåëüíî, â îäíîì èç ýòèõ øàðîâ åñòü áåñêîíå÷íàß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè: {x(1)1 , x(1)2 ..} ⊆ {x1, x2..}. Àíàëîãè÷íî ñ
ε2: Bε2(z1), Bε2(z2), .. ïîêðûâàþùèå M , à ïîòîìó ñóùåñòâóåò
{x(2)1 , x(2)2 ..} ⊆ {x(1)1 , x(1)2 ..} ⊆ {x1, x2..} è ρ(x(2)i , x(2)j ) < ε2 ∀i, j
Ïðîäîëæàß, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:
x
(1)
1 , x
(1)
2 , ...←→ ε1
x
(2)
1 , x
(2)
2 , ...←→ ε2
................
x
(k)
1 , x
(k)
2 , ...←→ εk
................
ãäå êàæäàß ñòðîêà åñòü ïîäìíîæåñòâî ïðåäûäóùåé.
Âûáèðàåì äèàãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x
(1)
1 , x
(2)
2 , .., x
(k)
k , ...ρ(x
(i)
i , x
(i+m)
i+m ) < εi ∀m > 0,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà ïî ïîñòðîåíèþ.
Ò.î. èç èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûäåëèëè ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.
Òåîðåìà 3:
Ìíîæåñòâî M - ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, ρ êîìïàêòíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèß M ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå îò-
êðûòîå ïîêðûòèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü M êîìïàêòíî ïî îïðåäåëåíèþ, çíà÷èò, èç ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìîæåì âûäåëèòü ñõîäßùóþñß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (à ëþáàß òàêàß ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà), ñëåäîâàòåëüíî, M ßâëßåòñß âïîëíå îãðàíè÷åííûì.
Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn ↓ 0. Áåðåì ε1 è ïîêðûâàåì M êîíå÷íûì ÷èñëîì
øàðîâ Bε1(a
1
1) ∪Bε1(a12) ∪ .. ∪Bε1(a1k1) ⊇M
Èç Êàæäîãî øàðà áåðåì ïî îäíîìó ýëåìåíòó, ïðèíàäëåæàùåìó M :
{m(1)1 ,m(1)2 , ..,m(1)k1 }
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Àíàëîãè÷íî äëß ε2 ïîëó÷àåì êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî :
{m(2)1 ,m(2)2 , ..,m(2)k2 } ⊆M
Ïîâòîðßåì ýòîò ïðîöåññ ïîñòðîåíèß äëß âñåõ εl : {m(l)1 ,m(l)2 , ..,m(l)kl } ⊆M
Îáúåäèíßß ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåì ñ÷¼òíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Φ ≡ {m(1)1 , ..,m(1)k1 ,m
(2)
1 , ..,m
(2)
k2
, ..,m
(l)
kl
}, êîòîðàß òîæå ñ÷¼òíàß. Îíà âñþäó ïëîòíàß
â M ⇒ Φ ⊇M ⇒ (M ðàññìàòðèâàåì êàê ñàìîñòîßòåëüíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî).M ßâëßåòñß ñåïàðàáåëüíûì è ïî òåîðåìå 1 ëèíäåë¼ôîâûì.
Ò.ê. M ëèíäåë¼ôîâî, òî ìîæíî âûäåëèòü ñ÷¼òíîå ïîäïîêðûòèå
Oα1 , Oα2 , .., Oαn , ... αi ∈ I ∞⋃
i=1
Oαi ⊇M
Íà÷èíàß ñ i = 1 âûêèäûâàåì Oαi , åñëè îíî ñîäåðæèòñß â ñóììå ïðåäûäóùèõ. Îñòàâøè-
åñß ïî-ïðåæíåìó ïîêðûâàþò M . Ïðåäïîëàãàß, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà ïðîäåëàíà, âûáèðàåì
ýëåìåíòû
ai ∈ Oαi −
⋃
j<i
Oαj , ai ∈M
Íå òåðßß îáùíîñòè è ïîëüçóßñü óñëîâèåì èñõîäíûì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ai} ñõîäèòüñß ê a, limm→∞ am = a. Äëß íåêîòîðîãî
αk a ∈ Oαk , íî aj /∈ Oαk , åñëè αj > αk.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà â Oαk ñîäåðæàòñß âñå ÷ëåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, íà÷èíàß ñ êàêîãî-òî íîìåðà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü a1, a2, .., am, ... íå ßâëßåòñß áåñêîíå÷íîé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Oα1,, Oα1 , .., Oαn , ...
òîæå êîíå÷íàß.
2) M ⊆ X, ρ è äëß M âûïîëíßåòñß óñëîâèå: èç âñßêîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèß M
ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå M .
Ïîêàæåì, ÷òî M çàìêíóòîå ìíîæåñòâî:
Ïóñòü b ∈M -ïðåäåëüíàß òî÷êà ìíîæåñòâà M, b ∈M, ìíîæåñòâî
{m1,m2, ..mk, ..., b} ≡ F çàìêíóòîå, ò.ê. ñîäåðæèò â ñåáå âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè;
òîãäà ìíîæåñòâî X − F = O îòêðûòîå. Âûáåðåì îòêðûòûå ìíîæåñòâà Bk, òàêèå ÷òî
∀k mk ∈ Bk, mi /∈ Bk∀i 6= k
Òîãäà B1, B2, .., Bk, .., O ïîêðûâàþò M . (Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èç ýòîãî ïîêðûòèß
ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Bi1 , Bi2 , .., Bim , O, ïîêðûâàþùåå M . Ïîýòîìó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m1,m2, ..,mk, .. êîíå÷íàß, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ, ñëåäîâà-
òåëüíî M ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè, M çàìêíóòî.
Ïóñòü òåïåðü äàíà áåñêîíå÷íàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç
M : a1, a2, .., an, .. ⊆ M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçß âûäå-
ëèòü íèêàêóþ ñõîäßùóþñß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ê ýëåìåíòó èç M . Ìíîæåñòâî F =
{a1, a2, .., an, ..} çàìêíóòîå, ïîòîìó ÷òî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè (èíà÷å áû
ñóùåñòâîâàëà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäßùàßñß ê ïðåäåëüíîé òî÷êå))
Áåð¼ì îòêðûòîå ìíîæåñòâî X − F = O è îòêðòûå ìíîæåñòâà Bn
an ∈ Bn, am /∈ Bn∀m 6= n
B1, B2, .., Bk, .., O ïîêðûâàþòM , à ïîòîìó ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
Bn1
⋃
Bn2
⋃
..
⋃
Bnk
⋃
O ⊇M
Òîãäà ýëåìåíòîâ a1, a2, .., an êîíå÷íîå ÷èñëî - îïßòü ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü a1, a2, .., an, .. èìååò ñõîäßùóþñß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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Ïîíßòèå ìàëîñòè â òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà Áýðà î êàòåãîðèßõ.
Îïðåäåëåíèå: ìíîæåñòâî M ⊆ X, ρ íàçûâàåòñß íèãäå íå ïëîòíûì, åñëè äîïîëíåíèå
ê åãî çàìûêàíèþ âñþäó ïëîòíî, ò.å. X −M = X
Òåîðåìà 1:
Ìíîæåñòâî M íèãäå íå ïëîòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîì îòêðûòîì
ìíîæåñòâå ñîäåðæèòñß øàð íåíóëåâîãî ðàäèóñà, íå ñîäåðæàùèé òî÷åê èç M
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M íèãäå íå ïëîòíî ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü O ëþáîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, òîãäà ìíîæåñòâî O
⋂
(X−M) òîæå îòêðûòî (ò.ê. ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ - ìíîæåñòâî îòêðûòîå), íå ïóñòî (â O åñòü ýëåìåíò èç X −M , ëèáî â O åñòü
ïðåäåëüíàß òî÷êà äëß X − M , äëß ïîñëåäíåé O åñòü å¼ îêðåñòíîñòü, è ïîòîìó â íåé
ïî-ïðåæíåìó åñòü òî÷êà èç X −M). ∃Br(b) ⊆ O
⋂
(X −M), r > 0⇒ Br(b) ⊆ O è â Br(b)
íåò ýëåìåíòîâ èç M .
Îáðàòíî:
Ïóñòü â ëþáîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå åñòü øàð, íå ñîäåðæàùèé ýëåìåíòîâ èç M .
Ïóñòü a ∈ X è Va ïðîèçâîëüíàß îêðåñòíîñòü òî÷êè a. ⇒ ∃Br(b) ⊆ Va, r > 0, Br(b)
⋂
M =
∅
Òîãäà Br(b) ⊆ X −M ⇒ Va
⋂
X −M 6= ∅⇒ a ∈ X −M ⇒ X −M = X.
Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî M ⊆ X, ρ íàçûâàåòñß ìíîæåñòâîì 1-é êàòåãîðèè,
åñëè M åñòü ñ÷¼òíàß ñóììà íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ
Òåîðåìà 2:[Áýðà î êàòåãîðèßõ]
Ïóñòü X, ρ ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, M ìíîæåñòâî 1-é êàòåãîðèè â í¼ì,
òîãäà ìíîæåñòâî X −M âñþäó ïëîòíî X −M = X
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñß ïîëíûì, åñëè
ëþáàß åãî ôóíäàìåíòàëüíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.
M = M1
⋃
M1
⋃
M2
⋃
M3
⋃
.., Mi íèãäå íå ïëîòíû, i = 1, 2...
Áåð¼ì ëþáóþ òî÷êó a ∈ X, ëþáîé øàð ðàäèóñà r0 > 0: íàäî äîêàçàòü, ÷òî â Br0(a)
åñòü ýëåìåíòû èç X −M
Ïîñêîëüêó M1 íèãäå íå ïëîòíî, òî ïî òîëüêî ÷òî óñòàíîâëåííîé òåîðåìå ñó-
ùåñòâóåò Br1(a1) ⊆ Br0(a), r1 < r0/2, êîòîðûé íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ èç M1, ò.å.
Br1(a1)
⋂
M1 = ∅
Ïîñêîëüêó M1 íèãäå íå ïëîòíî ⇒ ñóùåñòâóåò øàð
Br2(a2) ⊆ Br1(a1), 0 < r2 < r1/2, Br2
⋂
M2 = ∅
è ò.ä. êàæäîìó Mn ñîîòâåòñâóåò øàð Brn(an), òàêîé ÷òî
Brn(an) ⊆ Brn−1(an−1) 0 < rn < rn−1/2, Brn(an)
⋂
Mn = ∅.
Ò.î. ïîñòðîèëè ñèñòåìó âëîæåííûõ øàðîâ
Br0(a) ⊇ Br1(a1) ⊇ Br2(a2) ⊇ ... ⊇ Brn(an) ⊇ ...
rn ≤ r0/2n, Brn(an)
⋂
Mn = ∅
Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå òåðßß îáùíîñòè, ìíîæåñòâà Mn, n = 1, 2... çàìêíóòûìè
(ò.ê. Mi íèãäå íå ïëîòíî, òî è Mi íèãäå íå ïëîòíî, è ìíîæåñòâî
M̂ = M1
⋃
M2
⋃
... îñòàåòñß ìíîæåñòâîì 1-é êàòåãîðèè. Åñëè äîêàæåì, ÷òî X − M̂ = X,
òî îòñþäà ñëåäóåò è ðàâåíñòâî X −M = X.)
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Äëß êàæäîãî Brn âûáèðàåì òî÷êó an ∈ Brn Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, .., an, .. ôóí-
äàìåíòàëüíà, ò.ê.
{an, an+1..} ⊆ Brn ⇒ ρ(ai, aj) ≤ 2rn → 0, n→∞
Ò.ê. ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, .., an, .. èìååò ïðåäåë
∃ lim
n→∞
an = b.
Ò.ê. êàæäîå ìíîæåñòâî Mn çàìêíóòî, òî
b ∈
∞⋂
n=0
Brn ⇒ ∀n b /∈Mn ⇒ b ∈ X −
∞⋃
n=1
Mn
Brn(a) 3 b /∈
∞⋃
n=1
Mn b ∈ X −
∞⋃
n=1
Mn,
Èòàê, òî÷êà à ßâëßåòñß ïðåäåëüíîé äëß
X −
∞⋃
n=1
Mn
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Ë.Â.Êàíòîðîâè÷, Ã.Ï.Àêèëîâ. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç Ì. "Íàóêà". 1977ã.
82
Ëåêöèß 10. Îáùèå òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà.
1. Áàçîâûå ïîíßòèß.
Ìíîãèå òåîðåìû òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîãóò áûòü äîêàçàíû òîëüêî ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìû íàçâàëè ôóíäàìåíòàëüíûìè.
Ýòîò ôàêò ïîäñêàçûâàåò âàæíîñòü ââåäåíèß â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâ, â îïðåäåëåíèè
êîòîðûõ ýòè ñâîéñòâà çàëîæåíû.
Îïðåäåëåíèå 1. Îáùèì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñß ìíîæåñòâî
X, â êîòîðîì âûäåëåíî ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ τ = {Qα}α∈I , ãäå I  íå ïóñòîå ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ ñî ñâîéñòâàìè:
1. ∅, X ∈ τ , çäåñü ∅, êàê âåçäå â ýòîé ëåêöèè, îáîçíà÷àåò ïóñòîå ìíîæåñòâî;
2.
⋂k
i=1Oαi ∈ τ , ãäå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå k, α1, α2, . . . , αk ∈ I;
3.
⋃
α∈M Oα ∈ τ , äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà M ⊆ I;
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâà, êîòîðûå âõîäßò â τ , íàçûâàåòñß îòêðûòûìè ìíî-
æåñòâàìè, ãîâîðßò òàêæå, ÷òî â X îïðåäåëåííà òîïîëîãèß τ .
Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèß äàþòñß ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Îïðåäåëåíèå 3. Çàìêíóòûì íàçûâàåòñß ìíîæåñòâî, êîòîðîå ßâëßåòñß äîïîëíå-
íèåì ê îòêðûòîìó.
Îïðåäåëåíèå 4. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñß ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùåå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò a.
Àíàëîãè÷íî, êàê è â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòè è îòêðû-
òîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëßþòñß ïðåäåëüíàß òî÷êà, ñõîäßùàßñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîì-
ïàêòíîñòü, íåïðåðûâíîñòü. Äàäèì, íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè â òåðìèíàõ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü äàíû äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà X è Y , ñ òîïîëîãèß-
ìè τ è σ ñîîòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå ϕ ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñß
íåïðåðûâíûì, åñëè äëß ëþáîãî O ∈ σ ìíîæåñòâî ϕ−1(O) ∈ τ .
Ïðèìåð. Òîïîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷è-
ñåë.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå Z öåëûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì äëß
a, b ∈ Z, b > 0,
Na,b = {a+ nb : n ∈ Z}.
Êàæäîå ìíîæåñòâî Na,b åñòü áåñêîíå÷íàß â îáå ñòîðîíû àðèôìåòè÷åñêàß ïðîãðåññèß.
Íàçîâåì ìíîæåñòâî O ⊆ Z îòêðûòûì, åñëè O ïóñòî èëè äëß êàæäîãî a ∈ O ñóùåñòâóåò
òàêîå b > 0, ÷òî Na,b ⊆ O. (Çàìêíóòûìè íàçûâàþòñß ìíîæåñòâà S ⊆ Z, äîïîëíåíèß Z\S
ê êîòîðûì ßâëßþòñß îòêðûòûìè, è òîëüêî òàêèå ìíîæåñòâà.) ßñíî, ÷òî îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ßâëßåòñß îòêðûòûì. Åñëè O1, O2  îòêðûòûå ìíîæåñòâà è a ∈
O1 ∩ O2, ïðè÷åì Na,b1 ⊆ O1 è Na,b2 ⊆ O2 äëß íåêîòîðûõ b1, b2 ∈ Z, òî a ∈ Na,b1b2 ⊆
O1∩O2. Ïîýòîìó êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òîæå îòêðûòî. Ýòî ñåìåéñòâî
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èíäóöèðóåò òîïîëîãèþ íà Z.
Òåïåðü îòìåòèì äâà ôàêòà:
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(A) Ëþáîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî.
(B) Ëþáîå ìíîæåñòâî Na,b ßâëßåòñß çàìêíóòûì.
Â ñàìîì äåëå, (A) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî
Na,b = Z \
b−1⋃
i=1
Na+i,b,
çíà÷èò Na,b çàìêíóòî êàê äîïîëíåíèå ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó. Äî ñèõ ïîð î ïðî-
ñòûõ ÷èñëàõ ìû íå óïîìèíàëè; òåïåðü, íàêîíåö, îíè ïîßâëßþòñß. Òàê êàê ëþáîå ÷èñëî
n 6= 1,−1 èìååò íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü p è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèòñß â N0,p, ìû
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
Z \ {1,−1} =
⋃
p∈P
N0,p
Åñëè áû P áûëî êîíå÷íî òî
⋃
p∈PN0,p áûëî áû çàìêíóòî êàê êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå
çàìêíóòûõ ñîãëàñíî (Â) ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó {1,−1} êàê äîïîëíåíèå ê çàìêíóòîìó
ìíîæåñòâó áûëî áû îòêðûòûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (À).
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íå âñå ðåçóëüòàòû òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èìåþò
ìåñòî äëß îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Òàê, â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, åñëè
òî÷êà x ßâëßåòñß ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëß ìíîæåñòâà M , òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèíàäëåæàùèõ M òî÷åê x1, x2, . . . , xn, . . . , êîòîðàß ñõîäèòñß ê x:
lim
n→∞
xn = x, xn ∈M
Â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ âîçìîæíà èíàß ñèòóàöèß: òî÷êà x ìîæåò ßâëßòü-
ñß ïðåäåëüíîé äëß ìíîæåñòâàM , íî íè îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçM ê íåé íå ñõîäèòñß.
Òàêàß ñèòóàöèß ÷àñòî èìååò ìåñòî äëß òàê íàçûâàåìûõ ñëàáûõ òîïîëîãèé â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. ×òîáû îïðåäåëèòü ïðåäåëüíóþ òî÷êó ÷åðåç ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ýëåìåíòîâ, íàäî îáîáùèòü ïîíßòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 5. Ñèñòåìà ìíîæåñòâ F = {Aα}α∈I , Aα ⊆ X íàçûâàåòñß ôèëüòðîì,
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß:
1) Íè îäíî ìíîæåñòâî Aα íå ïóñòîå, òî åñòü Aα 6= ∅ äëß âñåõ α ∈ I;
2) Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç F ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó F :
åñëè Aα1 , Aα2 , . . . , Aαk ∈ F , òî Aα1 ∩ Aα2 ∩ · · · ∩ Aαk ∈ F ;
3) Åñëè Aα ∈ F è B ⊇ Aα, òî B ∈ F ;
Äàäèì ïðèìåð ôèëüòðà. Ïóñòü a  òî÷êà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàX, a ∈ X.
Òîãäà F = {V (a)}  ìíîæåñòâî âñåõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè a ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ôèëüòð.
Ïóñòü äàíû äâà ôèëüòðà: Φ = {Bβ}β∈J , F = {Aα}α∈I
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôèëüòð Φ ìàæîðèðóåò ôèëüòð F è îáîçíà÷àòü ýòî òàê: Φ  F ,
åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî Aα èç F ïðèíàäëåæèò òàêæå Φ: Aα ∈ F =⇒ Aα ∈ Φ.
Îïðåäåëåíèå 6. Ôèëüòð F â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñõîäèòñß ê òî÷êå
α, åñëè F ìàæîðèðóåò ôèëüòð îêðåñòíîñòåé òî÷êè α.
Ïîêàæåì, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-
ìåíòîâ ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè îïðåäåëåííîãî ôèëüòðà, ïîñòðîåííîãî ïî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.
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Ôèëüòð F äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, n = 1, 2, . . . ñòðîèòñß ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ñíà÷àëà îáðàçóþòñß ìíîæåñòâà SN , ñîñòîßùèå èç âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñ íîìåðàìè áîëüøèìè N . Ýòà ñîâîêóïíîñòü îáðàçóåò áàçèñ ôèëüòðà, òî åñòü ïåðåñå÷å-
íèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ SNi , i = 1, 2, . . . , k, íå ïóñòî. Èñêîìûé ôèëüòð F ,
êîòîðûé íàçûâàåòñß ôèëüòðîì ñå÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñòü ñåìåéñòâî ìíî-
æåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ âèäà SN ,
èëè ðàâíîñèëüíî  ïðîñòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî SN .
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñß ê ýëåìåíòó x ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß ñõîäèìîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ëþáîé øàð
Bε(x) ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñà ε ñîäåðæèò ìíîæåñòâî SN = {xN+1, xN+2, . . . }
äëß íåêîòîðîãî N . Òî åñòü Bε(x) ïðèíàäëåæèò ôèëüòðó ñå÷åíèé, è ïîñëåäíèé, ïîýòîìó,
ìàæîðèðóåò ôèëüòð îêðåñòíîñòè òî÷êè x.
Îáðàòíî, åñëè ôèëüòð ñå÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ìàæîðèðóåò ôèëüòð
îêðåñòíîñòåé òî÷êè x, òî îêðåñòíîñòü âèäà Bε(x) ñîäåðæèò ñå÷åíèå âèäà xN , xN+1, . . . ,
òî åñòü âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Òàêèì îáðàçîì,
x1, x2, . . . ñõîäèòñß è â ñìûñëå ñòàðîãî îïðåäåëåíèß.
Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè ÷åðåç ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ. Ïóñòü
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åíî îòíîøåíèåì ïîðßäêà ≤ è ôèëüòðóåòñß
âïðàâî ïî ýòîìó ïîðßäêó, òî åñòü ∀i1, i2 ∈ I ∃i3 ∈ I : i1 ≤ i3 è i2 ≤ i3. Ìíîæåñòâà
Ik = {i ∈ I : i ≥ k} îáðàçóþò, î÷åâèäíî, áàçèñ ôèëüòðà.
Îïðåäåëåíèå 7. Íàïðàâëåííîñòü â X, τ  ýòî ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ {xi}i∈I ãäå
I ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åíî è ôèëüòðóåòñß ïî îòíîøåíèþ ê ïîðßäêó. Íàïðàâëåííîñòü {xi}
ñõîäèòñß ïî îïðåäåëåíèþ ê x ∈ X, åñëè äëß âñßêîé îêðåñòíîñòè V (x) òî÷êè x ñóùåñòâóåò
k ∈ I, ÷òî xi ∈ V (x), åñëè i ≥ k. Òàê îïðåäåëåííàß ñõîäèìîñòü, ëåãêî âèäåòü, ðàâíîñèëüíà
ñõîäèìîñòè ïî ôèëüòðó ïîäìíîæåñòâ F , ïîðîæäåííîìó áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè Φk =
{xi : i ≥ k}, k ∈ I.
Äëß îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: a  ïåðåäåëü-
íàß òî÷êà ìíîæåñòâà M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàïðàâëåííîñòü èç ýëå-
ìåíòîâ M , îòëè÷íûõ îò a, ñõîäßùàßñß ê a. Äëß äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèß íàäî âçßòü
ôèëüòð F îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I. Îòíîøåíèå ïîðßäêà
V 1(a) ≥ V 2(a), V 1(a), V 2(a) ∈ F íà ìíîæåñòâå I ðàâíîñèëüíî âêëþ÷åíèþ V 1(a) ⊆ V 2(a).
Ñîîòâåòñòâóþùàß íàïðàâëåííîñòü âîçíèêàåò, êîãäà â êàæäîì ìíîæåñòâå V (a) ∩M âû-
áèðàåì ýëåìåíò XV (a).
2. Àêñèîìû îòäåëèìîñòè.
Â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò âîçìîæíîñòü îòäåëèòü äâà ìíî-
æåñòâà äðóã îò äðóãà ñîäåðæàùèìè èõ îòêðûòûìè íåïåðåñåêàþùèìèñß ìíîæåñòâàìè.
Îïðåäåëåíèå 8. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) óäîâëåòâîðßåò ïåðâîé àê-
ñèîìå îòäåëèìîñòè, è íàçûâàåòñß T1-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëß ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a
è b èç X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Va òî÷êè a, íå ñîäåðæàùàß b: b 6∈ Va.
Îïðåäåëåíèå 9. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) óäîâëåòâîðßåò âòîðîé àê-
ñèîìå îòäåëèìîñòè, è íàçûâàåòñß T2-ïðîñòðàíñòâîì, èëè õàóñäîðôîâûì, èëè îòäåëèìûì,
åñëè äëß ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a è b èç X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Va òî÷êè a è
îêðåñòíîñòü Vb òî÷êè b, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñß: Va ∩ Vb = ∅.
Îïðåäåëåíèå 10. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) óäîâëåòâîðßåò òðåòüåé àê-
ñèîìå îòäåëèìîñòè è íàçûâàåòñß T3-ïðîñòðàíñòâîì èëè ðåãóëßðíûì, åñëè äëß ëþáîé åå
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òî÷êè a è ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F , íå ñîäåðæàùåãî a, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
Va òî÷êè a è îêðåñòíîñòü VF ìíîæåñòâà F , êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñß: Va ∩ VF = ∅.
Îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñß ëþáîå ìíîæåñòâî VA, ñîäåðæàùåå îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî O, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèò: A : VA ⊇ O ⊇ A.
Îïðåäåëåíèå 11. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñß âïîëíå ðåãóëßð-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëß êàæäîé òî÷êè x è ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíàß ôóíêöèß f íà X ñî çíà÷åíèßìè â çàìêíóòîì èíòåðâàëå [0; 1], ðàâíàß
íóëþ â òî÷êå x è åäèíèöå íà ìíîæåñòâå X − U .
Îïðåäåëåíèå 12. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) óäîâëåòâîðßåò ÷åòâåðòîé
àêñèîìå îòäåëèìîñòè, è íàçûâàåòñß T4-ïðîñòðàíñòâîì, èëè íîðìàëüíûì, åñëè äëß ëþáûõ
äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñß çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F è Φ èç X ñóùåñòâóþò èõ íåïåðåñåêàþ-
ùèåñß îêðåñòíîñòè VF è VΦ : VF ∩ VΦ = ∅.
Âñå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà íîðìàëüíû.
Â äàëüíåéøåì îáñóæäàþòñß òîëüêî õàóñäîðôîâû ïðîñòðàíñòâà, è ýòî íå áóäåò ñïå-
öèàëüíî îãîâàðèâàòüñß. Â ÷àñòíîñòè, ãîâîðß î íîðìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìû ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî âñå òî÷êè ßâëßþòñß çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Ýòî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ
T2-àêñèîìû.
3. Òåîðåìà êîìïàêòíîñòè Òèõîíîâà.
Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Âñòàåò
âîïðîñ: íàñêîëüêî áîãàòî êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè îáùåå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî? Îêàçûâàåòñß, åñòü êîíñòðóêöèß (èãðàþùàß âàæíóþ ðîëü ñàìà ïî ñåáå â ôóíêöè-
îíàëüíîì àíàëèçå), êîòîðàß ïî èìåþùèìñß êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâàì ïîçâîëßåò ïî-
ñòðîèòü íîâûå êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà. Ýòà êîíñòðóêöèß íàçûâàåòñß ïðîèçâåäåíèåì
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïî Òèõîíîâó. Áåç ïîäðîáíîãî îáúßñíåíèß îòìåòèì, ÷òî äëß
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ êîíñòðóêöèß ïðîèçâåäåíèß ìîäåëèðóåò îïðåäåëåíèå ñëàáîé òî-
ïîëîãèè.
Ïóñòü X  òîïîëîãè÷åñêîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé τ = {Oα}α∈I .
Îïðåäåëåíèå 13. Ñèñòåìà ìíîæåñòâ {Fβ}β∈I íàçûâàåòñß öåíòðèðîâàííîé, åñëè
êàæäîå êîíå÷íîå ïîäìîæåñòâî ñåìåéñòâà èìååò íå ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå:
Fβ1 ∩ Fβ2 ∩ · · · ∩ Fβk 6= ∅,
äëß ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k è èíäåêñîâ β1, . . . βk èç I.
Ëåììà 1. Ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàß öåí-
òðèðîâàííàß ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X èìååò íå ïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü X êîìïàêòíî, {Fβ}β∈I öåíòðèðîâàíî, Fβ  çàìêíó-
òîå äëß ëþáîãî β ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì
⋂
β∈I Fβ = ∅.
Ðàññìîòðèì îòêðûòûå ìíîæåñòâà Oβ = X−Fβ. Ñèñòåìà {Oβ} îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
ïîêðûâàåò X. Èç îïðåäåëåíèß êîìïàêòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî èç ñèñòåìû ìîæíî âûäåëèòü
ìíîæåñòâà Oγ1 , Oγ2 , . . . , Oγk òàêèå, ÷òî
⋃k
i=1Oγi = X. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
⋂k
i=1 Fγi = ∅.
Âîçíèêøåå ïðîòèâîðå÷èå îïðîâåðãàåò ïðåäïîëîæåíèå.
Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèßìè äîêàçûâàåòñß, ÷òî åñëè ëþáàß öåíòðèðîâàííàß ñè-
ñòåìà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X èìååò íå ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî X êîìïàêò-
íî. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xi, i ∈ I. Îáðàçóåì íîâîå ìíî-
æåñòâî, îáîçíà÷àåìîå X =
∏
i∈I Xi, íàçûâàåìîå äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ
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Xi, i ∈ I. Ýëåìåíòàìè ïðîèçâåäåíèß ßâëßþòñß ôóíêöèè ϕ, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå
èíäåêñîâ I è îòîáðàæàþùèõ êàæäûé èíäåêñ i â ýëåìåíò ìíîæåñòâà Xi : ϕ(i) ∈ Xi.
Äðóãèõ ýëåìåíòîâ X íå ñîäåðæèò.
Åñëè I ëèíåéíî óïîðßäî÷åíî (à ÷àñòî I áåðåòñß âïîëíå óïîðßäî÷åííûì), òî ϕ
óäîáíî ïðåäñòàâëßòü ñòðîêîé, ãäå èíäåêñû ñ âûáðàííûì ïîðßäêîì íà I ïðåäñòàâëßþò
ìåñòà, è ãäå íà ìåñòå, ïîìå÷åííîì èíäåêñîì i ñòîèò ýëåìåíò ϕ(i) èç Xi. Åñëè ôèêñèðîâàí
ïîðßäîê èíäåêñîâ i1 < i2 < · · · < ik < · · · , òî ïðîèçâåäåíèå
∏
i∈I Xi çàïèñûâàþò òàêæå â
âèäå:
Xi1 ×Xi2 × · · · ×Xik × · · ·
Ê ïðèìåðó, åñëè I = {1, 2}, òî X1×X2 ïðåäñòàâëßåòñß êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ
òàêèõ, ÷òî ϕ(1) = x1 ∈ X1, ϕ(2) = x2 ∈ X2; òàêèì îáðàçîì, êàê ìíîæåñòâî óïîðßäî÷åííûõ
ïàð {(x1, x2) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}.
Îïðåäåëèì òîïîëîãèþ íà X, åñëè íà êàæäîì Xi îïðåäåëåíà òîïîëîãèß τi.
Ïóñòü α  ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî: α = {α1, α2, . . . , αk} ⊆ I, k  ïðîèçâîëü-
íî âçßòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èíäåêñû α1, α2, . . . , αk  òàêæå áåðóòñß ïðîèçâîëüíî èç I.
Ïóñòü äëß êàæäîãî αi âûáðàíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî Oαi ∈ τi
Ïîäìíîæåñòâó α ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî Oα ïðåäñòàâëåííîå êàê ñëå-
äóþùåå ïðîèçâåäåíèå:
α↔ Oα =
∏
i∈I
Yi, ãäå Yi =
{
Xi, åñëè α ∈ A
Oαi , åñëè αi ∈ α,Oαi ∈ τi
Òîïîëîãèþ τ , íàçûâàåìóþ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèß X, çàäàþò âñå-
âîçìîæíûå îáúåäèíåíèß ìíîæåñòâ Oα.
Òåîðåìà 1 (Òèõîíîâà). Åñëè êàæäîå ïðîñòðàíñòâî Xi êîìïàêòíî, òî è èõ
ïðîèçâåäåíèå X =
∏
i∈I Xi êîìïàêòíî.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü òîïîëîãèß τi îïðåäåëßåòñß ñèñòåìîé îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ {O(i)k }k∈Bi , è îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè τi ïðîñòðàíñòâî Xi êîìïàêòíî. Ìû ïîëîæè-
ëè, ÷òî áàçèñíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X åñòü Oα = Oαα1 × Oαα2 × · · · × Oααk × · · · , ãäå
Oααk ∈ τk, α = (α1, α2, . . . , αn), αk ∈ I. Â ïðîèçâåäåíèè íà ìåñòå, ïîìå÷åííîì èíäåêñîì j,
íå âõîäßùèì â íàáîð α, ñòîèò ìíîæèòåëåì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî Xj.
Îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ïî îïðåäåëåíèþ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè ßâëßþòñß âñå-
âîçìîæíûå îáúåäèíåíèß ìíîæåñòâ Oα. Ïî îïðåäåëåíèþ çàìêíóòîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî
Fα = X − Oα åñòü äîïîëíåíèå ê áàçèñíîìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó Oα. Ìíîæåñòâî Fα,
ãäå α = (α1, α2, . . . , αn), èìååò ñëåäóþùåå ñòðîåíèå: F
α = (Fαα1 × Xα2 × · · · × Xαn ×
· · · ) ∪ (Xα1 × Fαα2 × · · · × Xαn × · · · ) ∪ · · · ∪ (Xα1 × Xα2 × · · · × F (α)αn × · · · ), ãäå êàæäîå
Fααk = X − Oααk , k = 1, 2, . . . , n, à íå âûïèñàííûå ñîìíîæèòåëè â ñëàãàåìûõ ñîâïàäàþò ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè.
Äëß êðàòêîé çàïèñè ñëàãàåìûå â ïðåäñòàâëåíèè Fα îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:
Fα = Φαα1 ∪ Φαα2 ∪ · · · ∪ Φααn , ãäå
Φαα1 = (F
α
α1
×Xα2 × · · · ×Xαn × · · · ), . . . ,Φααn = (Xα1 ×Xα2 × · · · × Fααn × · · · )
Ìíîæåñòâà âèäà Φαi íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûìè çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè êàêàß-òî ñèñòåìà áà-
çèñíûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ âèäà F = {Fα}, α ∈ J öåíòðèðîâàíà, òî âñß ñèñòåìà
èìååò íå ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Êàæäûé ñèìâîë α îáîçíà÷àåò êîíå÷íûé ìóëüòèèíäåêñ
α = (α1, α2, . . . , αn), α1, α2, . . . , αn ∈ I. Íàáîð ìóëüòèèíäåêñîâ α èç F åñòü J .
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Âîçüìåì êîíêðåòíîå ìíîæåñòâî Fα èç F è âìåñòî íåãî îñòàâèì â ñèñòåìå Fˆ ôóíäà-
ìåíòàëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç åãî ïðåäñòàâëåíèß Φαα1 = (F
α
α1
×· · · ), ãäå íå âûïèñàí-
íûå ñîìíîæèòåëè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Åñëè òåïåðü óñëîâèå
öåíòðèðîâàííîñòè äëß F íàðóøàåòñß, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áóäåò öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìà
F , â êîòîðîé ó Fα îñòàâëåíû âñå ñëàãàåìûå êðîìå Φαα1 . Â ýòîì ñëó÷àå, óäàëßß, ïåðåõîäèì
ê ðàññìîòðåíèþ Φαα2 è ïðîâîäèì äëß íåãî òàêèå æå ðàññóæäåíèß, êàê è äëß Φ
α
α1
. Åñëè æå
óñëîâèå öåíòðèðîâàííîñòè âûïîëíßåòñß, òî çàìåíèì â F ìíîæåñòâî Fα íà Φαα1 è ïåðå-
õîäèì ê ñëåäóþùåìó ìíîæåñòâó èç F . Â ëþáîì ñëó÷àå â êîíöå êîíöîâ âìåñòî Fα ïîñëå
âûïîëíåíèß âûøåîïèñàííûõ îïåðàöèé îñòàåòñß îäíî ñëàãàåìîå âèäà Φααk . Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèß ïðîâîäèì ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì, âõîäßùèì â F (âïîëíå óïîðßäî÷èâàß F
è ïðèìåíßß óñëîâèå èíäóêòèâíîñòè). Â èòîãå ïîëó÷àåì öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó ìíî-
æåñòâ âèäà: Φααi = (F
α
α1
× · · · ), ãäå α ïðîáåãàåò èñõîäíîå ìíîæåñòâî ìóëüòèèíäåêñîâ J , à
αi ïðè ôèêñèðîâàííîì α åñòü èíäåêñ èç I, âõîäßùèé â α. Íàïîìíèì, ÷òî Xαi−Fααi ∈ ταi ,
è ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ {Fααi}α∈J , îòâå÷àþùèõ ôèêñèðîâàííîìó
αi, öåíòðèðîâàíà â Xαi .
Ïóñòü yαi ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ýòèõ ìíîæåñòâ. Ôóíêöèß, êîòîðàß ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå αi ýëåìåíò yαi âõîäèò â êàæäîå F
α.
4. Íåñêîëüêî ñâåäåíèé î ëèíåéíî óïîðßäî÷åííûõ
ìíîæåñòâàõ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâà ëèíåéíî óïîðßäî÷åííûõ ìíîæåñòâà M è N . Îíè íàçû-
âàþòñß èçîìîðôíûìè èëè ïîðßäêîâî ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå ϕ : M → N , ñîõðàíßþùåå ïîðßäîê:
m1,m2 ∈M & m1 ≤ m2 =⇒ ϕ(m1) ≤ ϕ(m2)
Ðàçîáüåì âñþ ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî óïîðßäî÷åííûõ ìíîæåñòâ íà íåïåðåñåêàþùèåñß
êëàññû, ñîáèðàß â îäèí êëàññ âñå ïîðßäêîâî ïîäîáíûå ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâà. Êàæ-
äîìó êëàññó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñâîé ñèìâîë, êîòîðûé íàçîâåì ïîðßäêîâûì òèïîì
ýòîãî êëàññà. Òàê, ïîðßäêîâûé òèï ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñß â ëèòåðàòóðå η,
ïîðßäêîâûé òèï âåùåñòâåííûõ ÷èñåë  λ, ïîðßäêîâûé òèï íàòóðàëüíûõ ÷èñåë  ω.
Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå èìååò íàèìåíüøå-
ãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñß íåîãðàíè÷åííûì.
Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñß ïëîòíûì, åñëè â
í¼ì íåò ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü åñëè x < y =⇒ ∃z : x < z < y.
Ìíîæåcòâà λ, η  íåîãðàíè÷åííûå è ïëîòíûå. Ìíîæåñòâî ω îãðàíè÷åíî ñíèçó è
íå ßâëßåòñß ïëîòíûì.
Òåîðåìà 1. Åñëè A  ñ÷¼òíîå ëèíåéíî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî, B  íåîãðà-
íè÷åííîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî C ⊆ B, êîòîðîå ïî-
ðßäêîâî ïîäîáíî A: C ∼ A.
Âñå ñ÷¼òíûå íåîãðàíè÷åííûå ïëîòíûå ìíîæåñòâà ïîðßäêîâî ïîäîáíû ìåæäó ñî-
áîé è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò òèï η.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
1. Ðàñïîëîæèì ýëåìåíòû A â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , an, . . .
Â êà÷åñòâå b1 âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç B. Â êà÷åñòâå b2 áåðåì ëþáîé
ýëåìåíò èç B, êîòîðûé ïî ïîðßäêó îòíîñèòñß ê b1 òàê æå, êàê a2 ê a1 â èñõîäíîì
ïîðßäêå A.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûáðàëè b1, b2, . . . , bn, êîòîðûå ñîîòíîñßòñß ïî ïîðßäêó òàê
æå, êàê a1, a2, . . . , an, òî åñòü îòíîøåíèå bi ↔ ai ñîõðàíßåò ïîðßäîê. Âûáèðà-
åì ýëåìåíò bn+1, êîòîðûé ïî ïîðßäêó îòíîñèòñß ê b1, b2, . . . , bn òàê æå, êàê an+1
ê a1, a2, . . . , an. Ïðîäîëæàß ýòî ïîñòðîåíèå, ìû ïîëó÷àåì ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî
b1, b2, . . . , bn, . . . ìíîæåñòâà B, êîòîðîå èçîìîðôíî A.
2. Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B  ñ÷¼òíûå, íåîãðàíè÷åííûå è ïëîòíûå ìíîæåñòâà. Ïî-
ñêîëüêó îíè ñ÷¼òíûå, òî èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòßìè:
A = {a1, a2, . . . , an, . . . }
B = {b1, b2, . . . , bn, . . . }
Ñòðîèì èçîìîðôèçì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Øàã 1: Áåð¼ì ýëåìåíò a1 èç A è ñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé ýëåìåíò èç
B, íàïðèìåð, b1:
a1 → b1
Øàã 2: Âûáèðàåì èç B ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, êîòîðûé åù¼ íå
ó÷àñòâîâàë â ñîîòâåòñòâèè. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî b2. Åìó ñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç A, êîòîðûé îòíîñèòñß ïî ïîðßäêó ê a1 òàê
æå, êàê b2 ê b1:
b2 → a2
Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ.
Íà íå÷åòíîì øàãå 2i+ 1 âûáèðàåì ýëåìåíò èç A ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, êîòîðûé
åù¼ íå ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå. Äëß íåãî âûáèðàåì ýëåìåíò èç B, êîòîðûé îò-
íîñèòñß ê óæå âûáðàííûì ýëåìåíòàì èç B òàê æå, êàê ýëåìåíò èç A, âçßòûé íà
ýòîì øàãå, ê ïðåäûäóùèì ýëåìåíòàì èç A. Â ñèëó íåîãðàíè÷åííîñòè ïëîòíîñòè A
â èñõîäíîì ïîðßäêå ýòî âîçìîæíî.
Íà ÷åòíîì øàãå 2i + 2 ïîñòóïàåì íàîáîðîò: âûáèðàåì ñïåðâà ýëåìåíò èç B, íå
ó÷àñòâîâàâøèé â ñîîòâåòñòâèè è ò. ä.
Ïðîäîëæàß ýòó ïðîöåäóðó, ìû èñ÷åðïàåì ìíîæåñòâà A è B è óñòàíîâèì âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíßþùåå ïîðßäîê. Òåîðåìà äîêàçàíà.
5. Òåîðåìà Óðûñîíà î ïðîäîëæåíèè ôóíêöèé, çàäàí-
íûõ íà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ íîðìàëüíîãî òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ëåììà. Ïóñòü äàíû íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ), çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî F ⊆ X è îòêðûòîå ìíîæåñòâî U , ñîäåðæàùåå F . Òîãäà ñóùåñòâóåò îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî Γ, çàìûêàíèå Γ êîòîðîãî ñîäåðæèòñß â U :
F ⊆ Γ ⊆ Γ ⊆ U
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ìíîæåñòâî Φ = X − U çàìêíóòî è íå ïåðåñåêàåòñß ñ F .
Ïî àêñèîìå T4 ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà Γ ⊇ F è W ⊇ Φ òàêèå, ÷òî îíè íå
ïåðåñåêàþòñß:
Γ ∩W = ∅
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Íè îäíà òî÷êà W íå ßâëßåòñß ïðåäåëüíîé äëß Γ, è ïîýòîìó
Γ ∩W = Θ (1)
Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî Γ ñîäåðæèòñß â äîïîëíåíèè ê W , â ìíîæåñòâå X −
W ⊆ X − Φ = U . Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè äàíà ïàðà (F,U), ñî-
ñòîßùàß èç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F , ñîäåðæàùåãîñß â îòêðûòîì ìíîæåñòâå U , òî îíà
îáëàäàåò ¾ïîðîæäàþùåé ñèëîé¿  ïðèâîäèò ê äâóì àíàëîãè÷íûì ïàðàì (F,Γ) è (Γ, U),
ïîñëåäíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû è ò. ä.
Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü E âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ I, ïîëó÷àåìûõ â îïèñàííîì
ïðîöåññå, (U 6∈ E). Ìíîæåñòâî E ëèíåéíî óïîðßäî÷åííî ïî âêëþ÷åíèþ. Ïî ïîñòðîåíèþ
îíî íå îáëàäàåò íè ïåðâûì, íè ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì, òî åñòü íåîãðàíè÷åííî, à òàêæå
ïëîòíî. Ñîãëàñíî ðàíåå äîêàçàííîìó E èçîìîðôíî ïî ïîðßäêó ìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë èç èíòåðâàëà (0, 1).
Ýòîò èçîìîðôèçì ïîçâîëßåò îáîçíà÷èòü ìíîæåñòâà, âõîäßùèå â E, ÷åðåç Γγ, ãäå
γ  ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç (0, 1). Ïðè ýòîì
γ1 < γ2 =⇒ Γγ1 ⊆ Γγ1 ⊆ Γγ2 (2)
Åñëè îáîçíà÷èì X êàê Γ1, òî óñëîâèå (2) áóäåò èìåòü ìåñòî äëß ∀γ ∈ (0, 1].
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) íà X ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(x) = inf {γ : γ ∈ (0, 1], x ∈ Γγ}
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè f(x) äëß ïîëîæèòåëüíûõ ìàëûõ ÷èñåë
ε:
D = (f(x)− ε; f(x) + ε),
ïðåäïîëàãàß, ÷òî 0 < f(x) < 1. Ïóñòü f(y) ∈ D. Ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
γ1, γ2, γ3 òàêèå, ÷òî
f(x)− ε < γ1 < γ2 < f(y) < γ3 < f(x) + ε.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y 6∈ Γγ2 ⊇ Γγ1 , à ïîòîìó
y ∈ Γγ3 − Γγ1 , (3)
ãäå ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî îòêðûòî. Îáðàòíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç óñëîâèß (3) ñëåäóåò
f(y) ∈ D.
Òàêèì îáðàçîì, f−1(D) êàê ñóììà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ßâëßåòñß îòêðûòûì ìíî-
æåñòâîì, à ïîòîìó ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèß f íåïðåðûâíà â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå
x.
Íåïðåðûâíîñòü f â òî÷êå x, â êîòîðîé f(x) = 1, óñòàíàâëèâàåòñß àíàëîãè÷íûìè
ðàññóæäåíèßìè, åñëè âìåñòî èíòåðâàëà D âçßòü èíòåðâàë (f(x)− ε, 1].
Â èòîãå äîêàçàíà ñëåäóþùàß
Òåîðåìà (Óðûñîíà). Ïóñòü F è Φ  äâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà â íîðìàëüíîì
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñß. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàß
ôóíêöèß f(x), îòîáðàæàþùàß X íà èíòåðâàë [0,1], òàêàß, ÷òî f(x) = 0, åñëè x ∈ F ,
è f(x) = 1, åñëè x ∈ Φ.
90
6. Îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèß è òåîðåìà Óðûñîíà î
ìåòðèçóåìîñòè.
Íàñêîëüêî êëàññ îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ¾øèðå¿ êëàññà ìåòðè÷åñêèõ? Îêà-
çûâàåòñß, ÷òî âî âñåõ íîðìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñ÷¼òíîé áàçîé ìîæíî îïðåäåëèòü
ìåòðèêó, êîòîðàß èíäóöèðóåò òó æå òîïîëîãèþ, ÷òî è èñõîäíàß (òåîðåìà Óðûñîíà). Èòàê,
åñëè îáùåå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå ìåòðèçóåìî, òî îíî ëèáî íå íîðìàëüíî, ëè-
áî íå îáëàäàåò ñ÷¼òíîé áàçîé. Îòìåòèì, ÷òî âñå áåñêîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, ñíàáæåííûå ñëàáîé òîïîëîãèåé, íå ìåòðèçóåìûå. Â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé òåîðåìû
Óðûñîíà âàæíóþ ðîëü èãðàåò òàê íàçûâàåìîå îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèß, ê îáñóæäåíèþ
êîòîðîãî ìû ñåé÷àñ ïåðåõîäèì.
Ïóñòü F  ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèéX â äðóãèå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, F =
{fα(x)}α∈I , fα : X → Yfα . Ïðèíßâ F çà èíäåêñíîå ìíîæåñòâî, ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå∏
f∈F Yf
Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèåì âû÷èñëåíèß e íàçûâàåòñß îòîáðàæåíèå X →∏
f∈F Yf , îïðåäåëßåìûì ïðàâèëîì: [e(x)](f) = f(x), èëè, èíà÷å (â ñòðî÷íîé çàïèñè):
e(x) = (. . . , f(x), . . . , g(x), . . . ), [e(x)]f = f(x).
Ïðèìåð.
F = {f1, f2}, f1 : X → Y1, f2 : X → Y2, e(x) = (f1(x), f2(x)) ∈ Y1 × Y2.
Ïóñòü X, Y  òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X →
Y íàçûâàåòñß íåïðåðûâíûì, åñëè ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà èç Y åñòü îòêðûòîå
ìíîæåñòâî èç X.
Åñëè O ∈ τ(Y ), òî f−1(O) ∈ τ(X), f−1(O) = {x : f(x) ∈ O}.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà F = {f(x)} íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ãäå êàæ-
äàß ôóíêöèß f ßâëßåòñß îòîáðàæåíèåì X â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Yf . Ãîâîðßò,
÷òî ñèñòåìà F ðàçäåëßåò òî÷êè, åñëè äëß ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ X, ãäå x 6= y, íàéäåò-
ñß ôóíêöèß f ∈ F òàêàß, ÷òî f(x) 6= f(y); ãîâîðßò, ÷òî ñèñòåìà F ðàçäåëßåò òî÷êè è
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, åñëè äëß ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A ⊆ X è ëþáîé òî÷êè
x ∈ X \ A íàéäåòñß ôóíêöèß f ∈ F òàêàß, ÷òî f(x) 6∈ f(A), òî åñòü f(x) íå ßâëßåòñß
ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëß f(A).
Ëåììà. Ïóñòü F  ñåìåéñòâî ôóíêöèé, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò f êîòîðîãî
åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî Yf . Òîãäà:
a) îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèß e(x) ßâëßåòñß íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì
X →∏f∈F Yf ;
b) åñëè F ðàçäåëßåò òî÷êè è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, òî e(x) ßâëßåòñß îò-
êðûòûì îòîáðàæåíèåì X â îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç e(X);
c) îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèß e(x) âçàèìíî îäíîçíà÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñåìåéñòâî F ðàçäåëßåò òî÷êè.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
a) Âîçüìåì áàçèñíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O â Y →∏f∈F Yf , îíî èìååò âèä:
O = · · · ×Of1 ×Of2 × · · · ×Ofn × · · ·
Of1 ∈ τ(Yf1), Of2 ∈ τ(Yf2), . . . , Ofn ∈ τ(Yfn)
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Íå âûïèñàííûå ñîìíîæèòåëè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè Yf . Äîñòàòî÷íî óñìîòðåòü, ÷òî ïðîîáðàç e
−1(O) = f−11 (Of1) ∩
f−12 (Of2) ∩ · · · ∩ f−1n (Ofn), è åñëè êàæäîå fk íåïðåðûâíî, òî e−1(O)  îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî êàê ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
b) Ïóñòü x ∈ U ⊆ X, U  îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òîãäà ìíîæåñòâî X −U  çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó F ðàçäåëßåò òî÷êó è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
íàéäåòñß f ∈ F : f(x) 6∈ f(X − U). Íàéäåòñß, ñëåäîâàòåëüíî, îêðåñòíîñòü
V (f(x)) òî÷êè f(x) â Yf , êîòîðàß íå ïåðåñåêàåòñß ñ f(X − U). Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî e(U) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî M = (· · · × V (yf ) × · · · ) ∩ e(X), êîòîðîå
ïî îïðåäåëåíèþ ßâëßåòñß áàçèñíûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå
e(X). Íå âûïèñàííûå ñîìíîæèòåëè â ïðåäñòàâëåíèè M ñîâïàäàþò ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ êàæäîé òî÷êîé e(x), ãäå
x ∈ U , ìíîæåñòâî e(U) ñîäåðæèò è íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, òî
åñòü ßâëßåòñß îòêðûòûì.
c) Äîêàçûâàåòñß àíàëîãè÷íî.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëß ñåìåéñòâà F âûïîëíßþòñß óñëîâèß ïóíêòîâ b) è ñ) ëåì-
ìû, òî ïðîñòðàíñòâî X ãîìåîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñòâó e(X) ïðîñòðàíñòâà Y , òî åñòü
îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèß e îñóùåñòâëßåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî-íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå X íà e(X).
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ {Xn}, n = 1, 2, . . . , â
êîòîðûõ îïðåäåëåíû ìåòðèêè ρn(x, y), n = 1, 2, . . .
Ïóñòü äèàìåòð Xn íå áîëüøå åäèíèöû: diamXn = sup {ρ(x, y)} ≤ 1.
Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãèß τn â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëßåòñß ìíîæå-
ñòâàìè, êîòîðûå íàðßäó ñ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé x ñîäåðæàò íåêîòîðûé øàð Bγ(x) ñ öåí-
òðîì â ýòîé òî÷êå: Bγ(x) = {y : ρ(x, y) < γ}, γ > 0.
Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X =
∏∞
i=1Xi è îïðåäåëèì òîïîëîãèþ τ(X)
 òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèß, è îäíîâðåìåííî îïðåäåëèì ìåòðèêó ðàâåíñòâîì
ρ(x, y) =
∞∑
i=1
1
2n
ρn(xn, yn), (4)
ãäå x = (x1, . . . , xn, . . . ), y = (y1, . . . , yn, . . . ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðßä, îïðåäåëßþùèé ρ,
ñõîäèòñß, è ÷òî ôîðìóëà (4) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëßåò ìåòðèêó.
Ëåììà. Ïóñòü X1, . . . , Xn, . . .  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ, diamXn = sup {ρ(x, y)} ≤ 1. Â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ
îïðåäåëèì ìåòðèêó ïî ôîðìå (4). Òîãäà òîïîëîãèß, îïðåäåëßåìàß ýòîé ìåòðèêîé, ñîâ-
ïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèß τ(X).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
1. Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ X è å¼ îêðåñòíîñòü V = B2−p(x) = {y : ρ(x, y) ≤ 2−p},
p  ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, x = (x1, . . . , xn, . . . ). Â X1 âîçüìåì îêðåñòíîñòü
òî÷êè x1: B2−p−3(x1). Â X2 âîçüìåì îêðåñòíîñòü òî÷êè x2: B2−p−4(x2). Ðàññìîòðèì
áàçèñíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà âèäà:
O = B2−p−3(x1)× · · · ×B2−2p−4(xp+2)×Xp+3 ×Xp+4 × · · ·
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Äîêàæåì, ÷òî O ⊆ V . Ïóñòü y ∈ O, îöåíèì ρ(x, y):
ρ(x, y) =
∞∑
i=1
1
2n
ρn(xn, yn) =
p+2∑
i=1
+
∞∑
i=p+3
≤
≤ 1
2
· 1
2p+3
+
1
22
· 1
2p+4
+ · · ·+ 1
2p+2
· 1
22p+4
+
∞∑
i=p+3
≤
≤ 1
3 · 2p+2 +
∞∑
i=p+3
1
2i
=
1
3 · 2p+2 +
1
2p+2
=
4
3
· 1
2p+2
=
1
3
· 1
2p
Òî åñòü ρ(x, y) <
1
2p
=⇒ O ⊆ V .
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëßåìîå ìåòðèêîé, ßâëßåòñß îò-
êðûòûì ìíîæåñòâîì â òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèß.
2. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Âîçüìåì U(x)  îòêðûòîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî èç
òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèß, ñîäåðæàùåå òî÷êó x: U = · · ·×Xi×· · ·×Oj×· · ·×Xk×· · ·
Oj îòêðûòî â Xj, ßâëßåòñß îêðåñòíîñòüþ xj. Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xj, . . . ) ïðèíàä-
ëåæèò U , è ∃Bξ(xj) ⊆ Oj, ξ > 0.
Îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü V òî÷êè x â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: V ≡ Bξ/2j(x); òîãäà
åñëè y ∈ V , òî y ∈ U , èáî:
∞∑
i=1
1
2n
ρn(xn, yn) <
ξ
2j
=⇒ 1
2j
ρj(xj, yj) ≤ ξ
2j
∼ ρj(xj, yj) < ξ,
òî åñòü y ∈ Bξ(xj).
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèß ßâëßåòñß
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, îïðåäåëßåìûì ìåòðèêîé.
Òåîðåìà (Óðûñîíà î ìåòðèçàöèè). Ðåãóëßðíîå T1-ïðîñòðàíñòâî X ñî ñ÷¼òíîé
áàçîé ìåòðèçóåìî, òî åñòü ìîæíî îïðåäåëèòü òàêóþ ìåòðèêó íà X, êîòîðàß äàñò
èñõîäíóþ òîïîëîãèþ.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âîçüìåì îòðåçîê [0, 1] ≡ I, ðàññìîòðèì åãî êàê òîïîëîãè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé; îáðàçóåì ïðîèçâåäåíèå: Q =
∏∞
n=1 I = I
∞,
Q = {(x1, x2, . . . , xn, . . . )}, xi ∈ [0, 1].
Âîçüìåì äëß X ñ÷¼òíûé íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ: {Vi}, i = 1, 2, . . . òàêîé, ÷òî
ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç ýòîãî íàáîðà (íàïîìè-
íàåì, ÷òî òàêîé íàáîð íàçûâàåòñß áàçîé). Ðåãóëßðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷¼òíîé áàçîé
íîðìàëüíî. Äëß äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñìîòðè [23]. ×èòàòåëü ìîæåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
íîðìàëüíîñòü X åñòü óñëîâèå òåîðåìû.
Ëåãêî ïîñòðîèòü íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ:
(U1, V1), . . . , (Un, Vn), . . . ,
ãäå Ui, Vi  îòêðûòûå ìíîæåñòâà è U i ⊆ Vi, ïðè ýòîì äëß ëþáîé òî÷êè a è ñîäåðæàùåãî
å¼ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà O ñóùåñòâóåò ïàðà (Un, Vn) ñî ñâîéñòâàìè: a ∈ Un ⊆ Vn ⊆ O.
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Äàëåå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f1(x), . . . , fn(x), . . . , ãäå fi(x) îòîá-
ðàæàåò X â I è íåïðåðûâíî, ïðè ýòîì:
fi(x) =
{
0, x ∈ Ui
1, x ∈ X − Vi
Òàêèå ôóíêöèè ñóùåñòâóþò ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå èç §5.
Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèß e äëß ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, e:
(f1(x), . . . , fn(x), . . . ), x ∈ X, e(x) ∈ Q. Îòîáðàæåíèå ðàçäåëßåò òî÷êè è çàìêíóòûå ìíî-
æåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a ∈ X, F  çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, a 6∈ F , ìíîæåñòâî
X − F = O  îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî, òî ïî âòîðîé
ëåììå íàéä¼òñß äðóãîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O1 ñî ñâîéñòâàìè: O1 ⊆ O, a ∈ O1. Òàêæå,
íàéäåòñß òàêîå i, ÷òî a ∈ U i ⊆ Vi ⊆ O1. Ïî ïîñòðîåíèþ:
f1(a) = 0, fi(x) = 1, x ∈ F.
Ðàçäåëßþùåå ñâîéñòâî äîêàçàíî. Ñîãëàñíî ïåðâîìó ñëåäñòâèþ òðåòüåé ëåììû îá-
ðàç X ïðè îòîáðàæåíèè âû÷èñëåíèß e(x) ìîæíî îòîæäñòâèòü ñ ñàìèì X. Ïî ëåììå î
ïðîèçâåäåíèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Q ìåòðèçóåìî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ëåêöèß 11. Êîíöåïöèß ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíû â ìàòåìàòèêå.
Òåíçîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.
Ôèçè÷åñêàß âåëè÷èíà  ýòî ôèçè÷åñêèå ßâëåíèß, êîòîðûå óñòîé÷èâî ïîâòîðßþòñß
è äîñòàòî÷íî ïîëíî õàðàêòåðèçóþòñß ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
Ïðèìåð. Ñèëà ýòî îïðåäåëåííûé êëàññ âçàèìîäåéñòâèé ôèçè÷åñêèõ òåë (ñèëî-
âîå, òåïëîâîå âçàèìîäåéñòâèå).
Òðóññäåë: "Ìû íå çíàåì ÷òî òàêîå ñèëà, íî ìû çíàåì, ÷òî ñ íåé ìîæíî äåëàòü".
Îáúßñíèòü ßâëåíèå  çíà÷èò âêëþ÷èòü åãî â áîëåå øèðîêèé êëàññ ßâëåíèé.
Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñèëû
→
a ñèëà ïðåäñòàâëßåòñß ñ ïîìîùüþ âåêòîðà 
íàïðàâëåííîãî îòðåçêà,
∣∣∣→a∣∣∣ âåëè÷èíà ñèëû, äëèíà ýòîãî îòðåçêà. Íåäîñòàòêîì ïðèâå-
äåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèß ñèëû ßâëßåòñß íåäîñòàòî÷íàß îïðåäåëåííîñòü, ïðè-
ñóùàß âñßêîìó èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Äëß áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèß â ïðî-
ñòðàíñòâå ââîäèòñß ñèñòåìà ïðßìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (ÑÊ).
Âåêòîð õàðàêòåðèçóåòñß ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â ýòîé ñèñòåìå.
Âåêòîð â ñèñòåìå ðèñ.1 èìååò êîîðäèíàòû
→
a= (a1, a2, a3). Äëß äðóãîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
(ðèñ.2) ïîëó÷àåì
→
aí= (aí1 , a
í
2 , a
í
3 ) , ò.å. ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëàìè ñèëû îòíîñèòåëüíî, ÷èñëà-
êîîðäèíàòû çàâèñßò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Íî ñèëà  ýòî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òåëàìè, è îíà ïî ñóùíîñòè íèêàê íå çàâèñèò
îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. È ÷òîáû ïðåîäîëåòü íåîïðåäåëåííîñòü âûáîðà, ðàññìîò-
ðèì ñðàçó âñå ÑÊ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîîðäèíàòû âåêòîðà
→
a . Âñþ ýòó àêòóàëüíóþ
áåñêîíå÷íîñòü ïðåäñòàâëßåò çàêîí, ñâßçûâàþùèìè êîîðäèíàòû
→
a â äâóõ ñèñòåìàõ: èñ-
õîäíîé x = (x1, x2, x3) è íîâîé x
í = (xí1 , x
í
2 , x
í
3 ).
aíi =
3∑
i=1
ak
∂xíi
∂xk
, ãäå i = 1,2,3, (16)
à èíäåêñîì "í" îòìå÷àþòñß âåëè÷èíû â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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Çàêîí åñòü èíâàðèàíòíî íåçàâèñèìàß õàðàêòåðèñòèêà èçìåíåíèé (ïðè ïåðåõîäå îò
îäíîé ÑÊ ê äðóãîé).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â êàæäîé ìûñëèìîé ÑÊ óêàçàíà òðîéêà ÷èñåë a1, a2, a3
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ÑÊ X ê ÑÊ Xí (íîâîé) êîîðäèíàòû ìåíßþòñß ïî
ôîðìóëå (1), òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðîåê îïðåäå-
ëßåò âåêòîð. Âàæíî, ÷òî ìîæíî çàäàòü òîëüêî çàêîí (1) è êîîðäèíàòû â îäíîé àïðèîðè
ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå, àêòóàëüíàß áåñêîíå÷íîñòü âñåõ ñèñòåì ïåðåõîäèò â ïîòåíöèàëü-
íóþ.
Öåííîñòü ëþáîãî îïðåäåëåíèß çàêëþ÷àåòñß â âîçìîæíîñòßõ åãî ½îáîáùåíèß. Ñ
öåëüþ âíèêíóòü â ñóòü ∂xíi /∂xk â îïðåäåëåíèè 1, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ðèñóíîê. Ïóñòü
êîîðäèíàòà x2 òî÷êè A èçìåíèëàñü íà ∆x2 ïðè ñîõðàíåíèè îñòàëüíûõ êîîðäèíàò, A
ïåðåõîäèò â òî÷êó C. Èçìåíåíèå êîîðäèíàòû xí1 ñîñòàâèò ∆x
í
1 .
∂xí1
∂x2
= lim
∆x2→∞
AB
AC
= cosα = cos (xí1 , x2) = (e2 · eí2 )
Èññëåäóß ýòîò âûâîä, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:
∂xk
∂xíi
=
∂xíi
∂xk
äëß äåêàðòîâûõ ñèñòåì êîîðäèíàò.
Àíàëèçèðóß îïðåäåëåíèå, çàìå÷àåì, ÷òî ïîä êîîðäèíàòàìè a1, a2, a3 ìîæíî ïîíè-
ìàòü ýëåìåíòû ëþáîãî Ëèíåéíîãî Ïðîñòðàíñòâà (ËÏ).
ËÏ ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè (x+ y) è (λx),
ãäå x, y ∈ E, à λ÷èñëî, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
Ñâîéñòâà ñëîæåíèß (ËÏ åñòü àáåëåâà ãðóïïà):
1. x+ y = y + x
2. (x+ y) + z = x+ (y + z)
3. ∀x ∃ 0 : x+ 0 = x
4. ∀x ∃ y : x+ y = 0
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Ñâîéñòâà óìíîæåíèß íà ÷èñëî:
1. λ(x+ y) = λx+ λy
2. λ(µx) = (λµ)x è (λ+ µ)x = λx+ µx
3. 1x = x; 0x = 0
Îïðåäåëåíèå. Åñëè â êàæäîé ÑÊ óêàçàíà óïîðßäî÷åííàß òðîéêà ýëåìåíòîâ ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà a1, a2, a3, êîòîðàß ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ÑÊ ê äðóãîé ìåíßåòñß
ïî çàêîíó (1), òî âñå ýòè òðîéêè îáðàçóþò îáîáùåííûé âåêòîð.
Ïðèìåð îáîáùåííîãî âåêòîðà.
Ïóñòü C∞ = {ϕ (x1, . . . , xn)}ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L : C∞ −→ C∞.
Â ëþáîé ÑÊ x = (x1, . . . , xn) â En óêàçûâàåì ñëåäóþùèå n ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ(
∂
∂x1
,
∂
∂x2
, . . . ,
∂
∂xn
)
= ∇
ãäå ∂
∂xi
åñòü îïåðàòîð: ϕ −→ ∂ϕ
∂xi
. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð ∇ßâëßåòñß îáîáùåííûì
âåêòîðîì. Ïóñòü âûáðàíà äðóãàß ñèñòåìà êîîðäèíàò.
xín = (x
í
1 , x
í
2 , . . . , x
í
n) −→
(
∂
∂xí1
,
∂
∂xí2
, . . . ,
∂
∂xín
)
Ôèçè÷åñêàß âåëè÷èíà ϕ (ñêàæåì, òåìïåðàòóðà) çàäàíà â ñèñòåìå x, â ñèñòåìå xí ïðåä-
ñòàâëåíà òàê: ϕ = ϕ (x1 (x
í
1 , . . . , x
í
n) , . . . , xn (x
í
1 , . . . , x
í
n)). Ïîýòîìó
∂
∂xí1
ϕ (x1, . . . , xn) =
∂ϕ
∂x1
∂x1
∂xí1
+
∂ϕ
∂x2
∂x2
∂xí1
+ . . .+
∂ϕ
∂xn
∂xn
∂xí1
=
(
n∑
k=1
∂
∂xk
∂xk
∂xí1
)
ϕ
Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèß ñëîæíîé ôóíêöèè ïðèâîäèò ê ôîð-
ìóëå
∂
∂xíi
=
n∑
k=1
∂xk
∂xíi
∂
∂xk
(17)
Ñëåäîâàòåëüíî, ∇ åñòü îáîáùåííûé âåêòîð â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â êàæäîé ÑÊ ïðîñòðàíñòâà E3 â êà÷åñòâå a1, a2, a3
áóäåì áðàòü ñàìè âåêòîðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà E3, òàê ÷òî:→
a1= (a11, a12, a13),→
a2= (a21, a22, a23),→
a3= (a31, a32, a33).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äëß êàæäîé ÑÊ óêàçàíà óïîðßäî÷åííàß òðîéêà âåêòîðîâ
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ÑÊ ê äðóãîé îíà ìåíßåòñß ïî çàêîíó (1), òîãäà
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ñîîòâåòñòâóþùèé îáîáùåííûé âåêòîð íàçûâàåòñß àôèííûì îðòîãîíàëüíûì òåíçîðîì 2-
ãî ðàíãà(ÀÎÒ).
Åñëè äàí ÀÎÒ A = {(→a1, →a2, →a3)}, òî äëß êàæäîãî ÑÊ X ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè
ìàòðèöó
A =
 a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33
, ãäå i - ñòðîêó çàíèìàþò êîîðäèíàòû âåêòîðà →ai.
Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ÑÊ xí ïîëó÷àåì ìàòðèöó Aí = (aíij), i, j = 1, 2, 3. Èìååì
→
aíi =
3∑
k=1
→
ak
∂xk
∂xíi
=
3∑
k=1
3∑
l=1
akl
→
el
∂xk
∂xíi
Ïóñòü eíi - îðòû ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé ÑÊ X
í , òîãäà
eíj = (cos(x
í
j , x1), cos(x
í
j , x2), cos(x
í
j , x3)) =
(
∂xíj
∂x1
,
∂xíj
∂x2
,
∂xíj
∂x3
)
, aíij =
→
aíi · eíj , el ·eíj = ∂xl∂xíj .
Òàêèì îáðàçîì
aíij =
3∑
k,l=1
akl
∂xk
∂xíi
∂xl
∂xíj
(3)
Îáðàòíîå òîæå âåðíî:
Åñëè â ëþáîé ÑÊ óêàçàíà ìàòðèöà , ýëåìåíòû êîòîðîé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé
ÑÊ ê äðóãîé ìåíßþòñß ïî ïðàâèëó (3), òî ýòà ìàòðèöà îïðåäåëßåò ÀÎÒ, îáîáùåííûìè
êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ßâëßþòñß ñòðî÷êè ýòîé ìàòðèöû .
Ïðèìåðû òåíçîðîâ.
1) Òåíçîð íàïðßæåíèß Êîøè
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Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå èìååòñß ñïëîøíàß ñðåäà. Ðàññìîòðèì ïëîùàäêó ∆S, îêðó-
æàþùóþ òî÷êó P è îðèåíòèðîâàííóþ âûáîðîì åäèíè÷íîé íîðìàëè n. Ñî ñòîðîíû ÷àñòèö
ñïëîøíîé ñðåäû, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ñ òîé ñòîðîíû ïëîùàäêè, êóäà íàïðàâëåí âåêòîð
→
n, äåéñòâóåò ñèëà
→
F , ïëîòíîñòü êîòîðîé
→
pn (x) = lim
∆S→ 0
→
F
∆S
≡ pn(P ) , ïðè x ≡ P . Â êàæ-
äîé òî÷êå ñïëîøíîé ñðåäû ïîëó÷àåì 3 âåêòîðà: (
→
p1 (x),
→
p2 (x),
→
p3 (x)) , ãäå
→
pi (x) =
→
pei (x),
ãäå ei âûáèðàåòñß êàê íîðìàëü pi - ïëîòíîñòü ñèëû, äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó ïëîùàäè
ïëîùàäêè S, ïåðåïåíäèêóëßðíûé îðòå ei.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòà òðîéêà âåêòîðîâ îáðàçóåò âåêòîð. Âûáåðåì "êóñîê"ñïëîøíîé
ñðåäû â âèäå òåòðàýäåðàDABC, ðåáðàDA,DC,DB êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñßì x1, x2, x3,
à ãðàíü ABC èìååò âíåøíþþ íîðìàëü íîðìàëü n = (n1, n2, n3).
Âûïèøåì âñå äåéñòâóþùèå íàDABC ñèëû è ïðèðàâíßåì èõ ñóììó íóëþ - óñëîâèå
ðàâíîâåñèß.
Íà ãðàíü ABC ñî ñòîðîíû îñòàâøèõñß âíå ïèðàìèäû ÷àñòèö ñðåäû äåéñòâóåò ñèëà
pn · S, íà ãðàíü ADC − (-p2S2); íà ãðàíü DCB − (-p1S1); íà ãðàíü ADB − (-p3S3).
Ïóñòü ìàññîâàß ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë - f(x), òîãäà: f(x)ρ(x)dx, ñèëà, äåéñòâóþ-
ùàß íà ìàññó dm = ρ(x)dx, çàïîëíßþùóþ ýëåìåíòàðíûé îáúåì dx. Íà íåãî æå äåéñòâóåò
ñèëà èíåðöèè p(x)dxd
→
v
dt
(åñëè ñðåäà íàõîäèòñß â äâèæåíèè ñî ñêîðîñòßìè
→
V (x, t) â òî÷êàõ
x)
Èòàê, óñëîâèå ðàâíîâåñèß ïðèíèìàåò âèä
→
pn S −
3∑
i=1
→
pi Si + ρ(x)f(x)V − ρ(x)d
→
v
dt
V = 0, (4)
ãäå V - îáúåì ïèðàìèäû ABCD, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñß ìàëûì è ñòßãèâàåòñß ê òî÷êå
D.
Ïîäåëèì (4) íà S è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó, êîãäà A,B,C,→ D,
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→
pn (P )−
3∑
i=1
→
pi (P )
Si
S
+ f(P )ρ(P ) lim
S→0
V
S
− ρ(P ) →a (P ) lim
S→0
V
S
= 0
Çäåñü Si
S
= cos(êi, n) = ni , ïîñêîëüêó Si - ïðîåêöèß S. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:
→
pn (P ) =
3∑
i=1
→
pi (P )ni (5)
Ïåðåéäåì îò ÑÊ (
→
e1,
→
e2,
→
e3) ê íîâîé ÑÊ (
→
e1
í
,
→
e2
í
,
→
e3
í
). Ïðèìåì â ôîðìóëå (5)
→
ek
í≡→n,
òîãäà
→
pk
í
(P ) =
3∑
i=1
→
pi (P )cos(
→̂
ek
í
,
→
ei) íî, cos(
→̂
ek
í
,
→
ei) =
∂xi
∂xík
≡ ∂xík
∂xi
,
òàêèì îáðàçîì,
→
pk
í
(P ) =
3∑
i=1
→
pi (P )
∂xík
∂xi
(P )
Ìû âèäèì, ÷òî òðîéêè (
→
p1,
→
p2,
→
p3) îáðàçóþò òåíçîð (íàïðßæåíèé Êîøè).
Â ëþáîé ÑÊ òåíçîð íàïðßæåíèé Êîøè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèè åäèíè÷íîìó âåêòîðó
→
n ïî ôîðìóëå (5) âåêòîð
→
pn.
Òåîðåìà. Ëþáîé òåíçîð îïðåäåëßåò íåêîòîðûé îïåðàòîð â áàçèñíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Îáðàòíî: ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê òåíçîð.
Äîêàçàòåëüñòâî:
1) Ðàññìîòðèì êàê áàçèñíîå ïðîñòðàíñòâî E3, A =
(→
a1,
→
a2,
→
a3
)
, ãäå
→
ai=
 a1ia2i
a3i
,
ò.å. ìû ïåðåøëè ê çàïèñè
→
ai êàê âåêòîð - ñòîëáöà.
Òàêèì îáðàçîì A =
 a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33
, à â íîâîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå:
aíij =
3∑
k,i=1
aki
∂xk
∂xíi
∂xi
∂xíj
Îïðåäåëèì îïåðàòîð â E3 ôîðìóëîé: âåêòîðó
→
b= (b1, b2, b3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
âåêòîð
→
c= b1
→
a2 +b2
→
a2 +b3
→
a3. Ïðîâåðèì, ÷òî çíà÷åíèå
→
c îïåðàòîðà íå çàâèñèò îò
âûáîðà êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëßþùåé
→
b .
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Äëß äðóãîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:
→
b= (bí1 , b
í
2 , b
í
3 ) è A =
(→
aí1 ,
→
aí2 ,
→
aí3
)
→
b−→
3∑
i=1
bíi a
í
i =
3∑
k,i,j=1
bj
∂xj
∂xíi
→
ak
∂xíi
∂xk
=
3∑
k,j=1
bj
→
ak

3∑
i=1
∂xj
∂xíi
∂xíi
∂xk︸ ︷︷ ︸
∂xj
∂xk
=δjk
 =
3∑
k=1
bk
→
ak =
→
c ,
ò.å. ïîëó÷àåì òîò æå ñàìûé âåêòîð
→
c â íåçàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.
2) Îáðàòíî:
Ïóñòü äàí îïåðàòîð A : E3 −→ E3. Ôèêñèðóåì â E3 íåêîòîðûé áàçèñ
(→
e1,
→
e2,
→
e3
)
è
ðàññìîòðèì âåêòîðà
(
A
→
e1, A
→
e2, A
→
e3
)
. Â ëþáîé ÑÊ âîçíèêàåò
(→
a1,
→
a2,
→
a3
)
, ãäå
→
ai= A
→
ei.
Óáåäèìñß, ÷òî ýòà òðîéêà âåêòîðîâ îáðàçóåò òåíçîð. Ïåðåéäåì ê íîâîé ÑÊ:(→
eí1 ,
→
eí2 ,
→
eí3
)
−→
(
A
→
eí1 , A
→
eí2 , A
→
eí3
)
A
→
eí1 = A
(
3∑
i=1
ai1ei
)
=
3∑
i=1
ai1A
→
ei, ãäå
→
eí1 =
3∑
i=1
ai1
→
ei, ai1 =
→
eí1
→
ei= cos (xi, x
í
1 ).
A
→
eí1 =
3∑
i=1
cos (xí1 , xi)Aei =
∑
i=1
ai
∂xi
∂xí1
=
→
aí1 , ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñðàâíèì ìàòðèöó îïåðàòîðà A è ìàòðèöó òåíçîðà A =
(→
a1,
→
a2,
→
a3
)
.
A
→
ek=
→
ak, òàê êàê â ìàòðèöå îïåðàòîðà â k - îì ñòîëáöå çàïèñûâàþòñß êîîðäèíàòû
âåêòîðà Aek, òî ìàòðèöà òåíçîðà ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé îïåðàòîðà. Èìååì ñëåäóþùåå
òðîéñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà:
Aòåíçîð ←→ A îïåðàòîð
←→ ←→
Aìàòðèöà â êàæäîé ñèñòåìå
Ïðèìåð 2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Ïóñòü C ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; E2  åâêëèäîâî äâóìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ðàññìîòðèì â íåì ñëåäóþùèé îïåðàòîð A: êàæäûé âåêòîð
→
a ïîâîðà÷èâàåòñß íà
óãîë ϕ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à äëèíà
∣∣∣→a∣∣∣ ðàñòßãèâàåòñß â λ ðàç, ãäå λ > 0.
Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå ýòîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé òåíçîð. Âûßñíèì, ÷òî
ýòî çà òåíçîð.
Çàôèêñèðóåì ÑÊ. Ïóñòü
→
a= (x1, x2), òîãäà
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A
(→
a
)
= (λ (x1 cosϕ+ x2 sinϕ) , λ (−x1 sinϕ+ x2 cosϕ))
Ñîñòàâèì ìàòðèöó îïåðàòîðà A, äëß ýòîãî ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîð ê
(1,0), à çàòåì ê (0,1):
A =
(
λ cosϕ λ sinϕ
−λ sinϕ λ cosϕ
)
= λ
(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ
)
= λ cosϕ
(
1 0
0 1
)
+λ sinϕ
(
0 1
−1 0
)
.
Íàøåìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
λ (cosϕ I + sinϕ J), ãäå I =
(
1 0
0 1
)
, à J =
(
0 1
−1 0
)
, J2 =
( −1 0
0 −1
)
= −1
Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî èìååò âèä λ (cosϕ+ i sinϕ), ãäå i =
√−1. Ñðàâíèâàß
ïðåäñòàâëåíèß, îïåðàòîðà è êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, äåëàåì çàêëþ÷åíèå: ìíîæåñòâî îïåðà-
òîðîâ èçîìîðôíî ìíîæåñòâó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (ñóììà ïåðåõîäèò â ñóììó, à óìíîæåíèå
ïåðåõîäèò â óìíîæåíèå).
ÂÛÂÎÄ: Ìíîæåñòâî C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ìíîæåñòâî òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà.
Îáùåå îïðåäåëåíèå òåíçîðà.
1. Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Ñïëîøíàß ñðåäà Ω îïðåäåëßåòñß íàáîðîì
ïàðàìåòðîâ (α1, α2, ..., αm) ≡ α, α ∈ Dm (îáëàñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Em). Ñàìè
÷àñòèöû ñïëîøíîé ñðåäû Ω çàíèìàþò òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En : En ∈ Ω, n ≥ m.
Êîîðäèíàòû òî÷åê ßâëßþòñß åñòåñòâåííûìè ôóíêöèßìè îò ïàðàìåòðîâ α1, α2, ..., αm :
x1 = x1(α1, α2, ..., αm)
. . . . . . . . . . . . . . . .
xn = x1(α1, α2, ..., αm)
(1)
Äåêàðòîâà ñèñòåìà x ôèêñèðîâàíà. Ôóíêöèè (1) ïðåäïîëàãàþòñß íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè, ò.å. êëàññà C1(D).
Ïðèìåðàìè êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò â E3 ñëóæàò ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
r, θ, ϕ :
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x1 = r sin θ cosϕ,
x2 = r sin θ cosϕ,
x3 = r cos θ,
0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ < pi, 0 ≤ ϕ < 2pi,
öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, ϕ, z :
x1 = rcosϕ,
x2 = r sinϕ,
x3 = z
0 ≤ r <∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2pi, −∞ < z <∞
Â ýòèõ ïðèìåðàõ m = n = 3. Åñëè m = n− 1, òî ïîëó÷àåì ãèïåðïîâåðõíîñòü â En.
Òàê ïîâåðõíîñòü â E3 îïðåäåëßåòñß óðàâíåíèßìè: x1 = x1(α
1, α2), x2 = x2(α
1, α2), x3 =
x3(α
1, α2), α = (α1, α2) ∈ D.
Åñëè m = 1, â En ïîëó÷àåì êðèâóþ xi = xi(α), i = 1...n, α ∈ [a, b].
Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèß x = x(α) îïðåäåëßåò ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m â
ïðîñòðàíñòâå En.
2. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé m = n = 3.
Ïóñòü
→
r=
→
r (α1, α2, α3) - ðàäèóñ âåêòîð òî÷êè îáëàñòè, óîòîðàß õàðàêòåðèçóåòñß
òðåìß êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè (α1, α2, α3). Âîçíèêàþò ôóíêöèè xi = xi(α
1, α2, α3)
è αi = αi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3.
Ââåäåì âåêòîðà
→
r1=
∂
→
r
∂α1
, r2 =
∂
→
r
∂α2
, r3 =
∂
→
r
∂α3
. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
r1, r2, r3 - êàñàòåëüíûå ê êðèâûì, íà êîòîðûõ ó òî÷êè ìåíßåòñß ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî
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α1, α2, èëè α3. Çàäàäèì ñëåäóþùóþ òðîéêó ÷èñåë (a1, a2, a3) äëß âåêòîðà
→
a= (a1, a2, a3),
çàäàííîãî äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè a1, a2, a3:
ai
í
=
3∑
k=1
ak
∂αi
∂xk
, i = 1, 2, 3.
Ïî ýòîé òðîéêå ÷èñåë ïîñòðîèì âåêòîð:
3∑
k=1
ai
í
→
ri . (1)
Îïðåäåëèì òðîéêó ÷èñåë:
aíi =
3∑
k=1
ak
∂xk
∂αi
,
Ýòîé òðîéêå ÷èñåë ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð:
3∑
k=1
ai
→
ri, (2)
ãäå
→
ri îïðåäåëßåòñß ðàâåíñòâàìè
→
ri · →rj=
{
1, i = j,
0, i 6= j.
Òðîéêà âåêòîðîâ {
→
ri} íàçûâàåòñß áàçèñîì, âçàèìíûì áàçèñó {→rj}. Ïðè ïåðåõîäå ê
êðèâîëèåíéíûì êîîðäèíàòàì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû â îáùåì íå ðàâíû:
∂α1
∂xk
6= ∂x
k
∂α1
Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû (1) è (2) ñîâïàäàþò ñ âåêòîðîì
→
a . Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî:∑
i
ai
í
→
ri=
→
a
∑
i
aíi
→
ri=
∑
i,j
aj
∂αi
∂xj
→
ri=
∑
i,j
aj
∂αi
∂xj
∂
→
r
∂αi
=
∑
i,j,k
aj
∂αi
∂xj
→
ek
∂xk
∂αi
=
=
∑
j,k
→
ek
∑
i
aj
∂αi
∂xj
∂xk
∂αi
=
∑
j,k
→
ek aj
∂xk
∂xj
Çäåñü ∂xk
∂xj
= δkj, ïîýòîìó èç âñåé ñóììû ïî j îñòàíåòñß òîëüî îäíî ñëàãàåìîå ïðè
k = j. Ïîëó÷èì: ∑
i
ai
í
→
ri=
∑
ak
→
ek=
→
a
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñß, ÷òî âåêòîð
→
a ñîâïàäàåò ñ (2):
3∑
k=1
aíi
→
ri=
→
a .
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∑
i
aíi
→
ri=
∑
i,j
aj
∂xj
∂αi
→
ri=
∑
i,j,k
aj
∂xj
∂αi
→
ek
∂αi
∂xk
=
∑
j,k
→
ek
∑
i
aj
∂xj
∂αi
∂αi
∂xk
=
∑
j,k
→
ek aj
∂xj
∂xk
Çäåñü ∂x
j
∂xk
= δkj, ïîýòîìó èç âñåé ñóììû ïî j îñòàíåòñß òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå ïðè
k = j. Ïîëó÷èì: ∑
i
aíi
→
ri=
∑
ak
→
ek=
→
a .
Òàêèì îáðàçîì, èìååì:
→
a=
∑
ai
í
→
ri=
∑
aíi
→
ri . (3)
Îïðåäåëåíèå. ×èñëà {ai
í
} íàçûâàþòñß êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà
→
a , ÷èñëà {aíi } íàçûâàþòñß êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà
→
a .
Èòàê, ïðè ïåðåõîäå ê êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò åñòü äâà ïðåäñòàâëåíèß
âåêòîðà
→
a : â âèäå (1), êîòîðûé íàçûâàåòñß êîíòðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì, è â âèäå (2),
êîòîðûé íàçûâàåòñß êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì.
Ëåãêî ïðîâåðßåòñß, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (α1, α2, α3) ê äðóãîé
êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (β1, β2, β3), êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìåíßþòñß
ïî çàêîíó:
ai =
3∑
k=1
ak
∂βi
∂αk
, (4)
à êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìåíßþòñß ïî çàêîíó:
ai =
3∑
k=1
ak
∂αk
∂βi
(5)
Ïîëüçóßñü ðàññìîòðåííûì ïîäðîáíî ñëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà
→
a â êðèâî-
ëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â E3, ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèß:
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äëß ëþáîé êðèâîëèíåéíîé ÑÊ (α1, ..., αm), îïðåäåëåííîé
íà ìíîãîîáðàçèè Ω, óêàçàíû ôóíêöèè A1(α) ... Am(α), íà Ω. Ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé
êðèâîëèíåéíîé ÑÊ ê äðóãîé ýòè ôóíêöèè ìåíßþòñß ïî ïðàâèëó Ak
í =
∑m
i=1Ai
∂αi
∂αkí
, òîãäà
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé A1(α) ... Am(α) îáðàçóåò êîâàðèàíòíûé
âåêòîð.
Çàìå÷àíèå: èíäåêñû êîîðäèíàò êîâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ âñåãäà ïèøóòñß âíèçó.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè â êàæäîé êðèâîëèíåéíîé ÑÊ íà ìíîãîîáðàçèè Ω óêàçàíû m
ôóíêöèé A1(α) ... Am(α) ò.î., ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ÑÊ αí îíè ìåíßþòñß ïî çàêîíó
A
í
k =
∑m
i=1A
i ∂αk
í
∂αi
, òî îíè îáðàçóþò êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð.
Â îáùåì ñëó÷àå
∂αi
∂αkí
6= ∂αk
í
∂αi
,
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íî äëß äåêàðòîâîé ÑÊ êîíòðàâàðèàíòíûå è êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà ñîâïàäà-
þò.
Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü â êðèâîëèíåéíîé ÑÊ (α1, ..., αm), óêçàíûm2 ôóíêöèé Aij(α)
ò.î., ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ÑÊ ê äðóãîé îíè ìåíßþòñß ïî çàêîíó
Aí ij(α
í) =
∑m
p,q=1Apq(α)
∂αp
∂αií
∂αq
∂αjí
, òî áóäåì ãîâîðèòü, ýòè ôóíêöèè îïðåäåëßþò êîâàðè-
àíòíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â êðèâîëèíåéíîé ÑÊ îïðåäåëåíû m2 ôóíêöèé Aij(α), i, j =
1..m íà ìíîãîîáðàçèè Ω è ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ÑÊ ê äðóãîé îíè ìåíßþòñß ïî çàêîíó
A
í
ij =
∑m
p,q=1A
pq ∂αií
∂αp
∂αjí
∂αq
, òî áóäåì ãîâîðèòü, ýòè ôóíêöèè îïðåäåëßþò êîíòðàâàðè-
àíòíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëßåòñß òåíçîð ëþáîãî ðàíãà. Íàïðèìåð, òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà
îïðåäåëßåòñß m3 ôóíêöèßìè {Aijk(α)} è ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëîì ïðåîáðàçîâàíèß.
Ïðèìåð. 1) S ⊆ E3 - ïîâåðõíîñòü: →r=→r (α) ≡→r (α1, α2), α = (α1, α2) ∈ D
Òî÷êè, ó êîòîðûõ ìåíßåòñß òîëüêî α2 èëè òîëüêî α1 îáðàçóþò êîîðäèíàòíûå ëèíèè
α2 è α1 íà S. Ðàññìîòðèì ∂
→
r
∂α2
- êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíûì ëèíèßì αi. Ïóñòü ∂
→
r
∂α1
≡
→
R1
; ∂
→
r
∂α2
≡
→
R2 .
Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå α ∈ D ìàòðèöó (gij) = (Ri ·Rj), i, j = {1, 2}
Ïîêàæåì, ÷òî g ≡
(
g11 g12
g21 g22
)
êîâàðèàíòíûé òåíçîð. Äåéñòâèòåëüíî
gíij =
∂
→
r
∂αi
í
· ∂
→
r
∂αjí
=
∑
p,q
∂
→
r
∂αp
∂αp
∂αi
í
∂
→
r
∂αq
∂αq
∂αjí
=
∑
p,q
∂αp
∂αi
í
∂αq
∂αjí
gpq,
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g ßâëßåòñß êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì, êîòîðûé íàçûâàåòñß ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì
ïîâåðõíîñòè.
Â îáùåì ñëó÷àå ïóñòü çàäàíî ìíîãîîáðàçèå Ω ⊆ Em êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò (α1, . . . αn). Ïîëîæåíèå êàæäîé ÷àñòèöû â Em îïðåäåëßåòñß ðàäèóñ-âåêòîðîì→
r=
→
r (α1, . . . , αn). Âíîâü ñòðîèì ìàòðèöó g =
(
gij
)n
i,j=1
, ãäå g =
→
rαi
→
rαj , ìàòðèöà îïðåäåëßåò
òåíçîð, êîòîðûé ßâëßåòñß êîâàðèàíòíûì è íàçûâàåòñß ôóíäàìåíòàëüíûì ìåòðè÷å-
ñêèì òåíçîðîì ìíîãîîáðàçèß Ω.
Âåðíåìñß ê ðàññìîòðåíèþ Åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà E3 è ïîâåðõíîñòè S. Â êàæ-
äîé òî÷êå S ðàññìàòðèâàåòñß íîðìàëü
→
n åäèíè÷íîé äëèíû:
∣∣∣→n∣∣∣ = 1, →n ⊥ S. Îïðåäåëßåì
ôóíêöèè (bij(α)) ñëåäóþùèì îáðàçîì: bij =
→
ni rj, ãäå
→
ni=
∂
→
n
∂αi
,
→
rj=
∂
→
n
∂αj
.
Ìàòðèöà (bij) ≡ h òàêæå ßâëßåòñß òåíçîðîì, êîòîðûé íàçûâàåòñß òåíçîðîì âòî-
ðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè.
Ñèñòåìà ôóíêöèé (cij(α)), ãäå cij =
→
ni
→
nj ≡ γij îïðåäåëßåò òåíçîð  òåíçîð òðå-
òüåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè.
Òåíçîðû g, h, γ îïðåäåëßþò ïîâåðõíîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæåíèß â ïðîñòðàí-
ñòâå.
Ãàóññ äîêàçàë, ÷òî ìåæäó íèìè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
γij − 2Hhij +Kgij = 0,
ãäå H  ñðåäíßß êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, ðàâíàß k1+k2
2
,
K ïîëíàß êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, ðàâíàß k1 · k2,
ãäå k1, k2  ãëàâíûå êðèâèçíû êîîðäèíàòíûõ ëèíèé α
1 è α2 ñîîòâåòñòâåííî.
 3. Îïåðàöèß ïîäíßòèß è îïóñêàíèß èíäåêñà òåíçîðà.
Ðàññìîòðèì êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð (A1 . . . An). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè
Ai =
n∑
k=1
Akgik ≡ Akgik (1)
îáðàçóþò êîâàðèàíòíûé âåêòîð. Äëß ïîñëåäíåãî âûðàæåíèß ïðèíßòî ñîãëàøåíèå  çíàê
Σ îïóñêàòü, ïîäðàçóìåâàß, ÷òî ïî ïîâòîðßþùåìóñß èíäåêñó, êîòîðûé âñòðå÷àåòñß è ââåð-
õó, è âíèçó, ïðîâîäèòñß ñóììèðîâàíèå.
Îïåðàöèß, îïðåäåëßåìàß ôîðìóëîé (1), íàçûâàåòñß îïåðàöèåé îïóñêàíèß èí-
äåêñà ó âåêòîðà A.
Åñëè äàí òåíçîð âòîðîãî ðàíãà {Aij}, òî îïåðàöèß îïóñêàíèß èíäåêñà îïðåäåëßåòñß
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A·ji· = A
kjgki,
ãäå ïî j âåêòîð âåäåò ñåáß êàê êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð; ïî iêàê êîâàðèàíòíûé òåí-
çîð.
Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ ýòè êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðåîáðàçóþòñß ïî çàêîíó:
(
A·ji·
)
=
n∑
p,q=1
A·pq·
∂αq
∂αi
í
∂αj
í
∂αp
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è çàäàþò ñìåøàííûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.
Ìîæíî îïóñòèòü îáà èíäåêñà è ïîëó÷èòü êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû:
Aij = A
klgkiglj.
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî (1).
A1g11 + A
2g12 + . . .+ A
ng1n = A1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1gn1 + A
2gn2 + . . .+ A
ngnn = An
Ïîëüçóßñü ýòîé ñèñòåìîé ðàâåíñòâ, ìû ìîæåì âûðàçèòü (A1, A2, . . . , An) ÷åðåç
(A1, A2, . . . , An):
Ak =
1
∆
∣∣∣∣∣∣
g11 . . . A1 . . . g1n
. . . . . . . . . . . . . . . .
gn1 . . . An . . . gnn
∣∣∣∣∣∣ =
n∑
i=1
Aig
ik ⇒ Ak = Aigik
ãäå ∆ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, à gik åñòü àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê gik, äåëåííîå íà
∆.
Äîêàçûâàåòñß, ÷òî gik  òåíçîð ñ êîíòðà âàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè.
Åñëè îïóñòèì èíäåêñû ó òåíçîðà
{
gik
}
, òî ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíûé ìåòðè÷å-
ñêèé òåíçîð:
(gikgiα)gkβ = δ
k
αgkβ = gαβ.
 4. Ðàññìîòðèì êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð A = (aij), i, j = 1, 2, 3. Ïîñòàâèì
åìó â ñîîòâåòñòâèå ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå
∑
i,j
aij
→
Ri
→
Rj. Îïåðàöèè ñëîæåíèß è óìíî-
æåíèß íà ÷èñëî íàä ïîäîáíûìè ôîðìàëüíûìè âûðàæåíèßìè îïðåäåëèì åñòåñòâåííûì
îáðàçîì. Ïîêàæåì, ÷òî
∑
i,j
aij
→
Ri
→
Rj èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ÑÊ, îò
ÑÊ (α1, α2, α3) ïåðåéäåì ê íîâîé ÑÊ (α1í , α2í , α3í). Ïîñêîëüêó
( →
R1,
→
R2,
→
R3
)
îáðàçóþò
îáîáùåííûé êîâàðèàíòíûé âåêòîð, òî
∑
i,j
aij
→
Ri
→
Rj=
∑
i,j
∑
p,q
ap,q
í
∂αi
∂αpí
∂αj
∂αqí
(∑
m
Rím
∂αm
í
αi
)(∑
n
Rín
∂αn
í
∂αj
)
=
=
∑
m
∑
n
RímR
í
n
∑
i,j,p,q
ap,q
í
(
∂αm
í
∂αi
∂αi
∂αp
)
︸ ︷︷ ︸
=
∂αm
í
∂αp
=δmp
(
∂αn
í
∂αj
∂αj
∂αqí
)
=
∑
p,q
ap,q
í
RípR
í
q
Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ôîðìàëüíîãî âûðàæåíèß òåíçîð A îïðåäåëßåò îïåðà-
òîð â òîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîå âëîæåíî ìíîãîîáðàçèå Ω: åñëè
→
b∈ E3, òîãäà
→
b−→∑
i,j
aij
→
Ri
(→
Rj
→
b
)
ðàññìîòðåííàß âûøå èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå îïðåäåëå-
íèå êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò îò ÑÊ. Èçëîæåííûå âûøå ðàññóæäåíèß ìîæíî ïðîâåñòè
îòíîñèòåëüíî îáùåãî òåíçîðà (ai1i2...ik), çàäàííîãî êàê ìíîãîîáðàçèå Ω k îé ðàçìåðíî-
ñòè. Èíâàðèàíòíîì áóäåò ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå ai1i2...ik Ri1Ri2 . . . Rik.
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2  ïîâåðõíîñòü â E3, ãäå óðàâíåíèå ïî-
âåðõíîñòè S åñòü
→
r=
→
r (α1, α2), (α1, α2) ∈ D.
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Ïóñòü Ri =
∂
→
r
∂αi
, i = 1, 2, Ri · Rj = gij, åñëè
→
a= a1R1 + a
2R2, òî ïàðà (a
1, a2)
îáðàçóåò êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð è åñëè
→
a= a1R
1 + a2R
2, Ri ·Rj = gij, òî ïàðà (a1, a2)
îáðàçóåò êîâàðèàíòíûé âåêòîð íà ïîâåðõíîñòè S, ïðè óñëîâèè, ÷òî
∑
i
aiRi è
∑
i
aiR
i åñòü
èíâàðèàíòíûå ôîðìàëüíûå âûðàæåíèß.
Ïóñòü äàí òåíçîð gij = (Ri ·Rj), åìó ñîîòíîñèòñß ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå∑
i,j
gijR
iRj. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Ω ïàðàìåòðèçîâàíî ïàðàìåòðàìè
(α1, . . . , αn) è íàõîäèòñß â Em, òî îïðåäåëåíî n
2 ôóíêöèé
{
gij
}
i,j=1,n
= {Ri ·Rj} òàê, ÷òî
êâàäðàòè÷íàß ôîðìà
∑
i,j
gij(α)dα
idαj ≥ 0.
Ýòà ôîðìà îïðåäåëßåò ðàññòîßíèå â Em ìåæäó òî÷êàìè ìíîãîîáðàçèß (α
1, . . . , αn)
è (α1 + dα1, . . . , αn + dαn) ïî ôîðìóëå:
ρ (α, α + dα) =
n∑
i,j=1
gijdα
idαj.
Îïðåäåëåíèå.Ìíîãîîáðàçèå Ω ñ îïðåäåëåííûì òàêèì îáðàçîì ðàññòîßíèåì ìåæ-
äó äâóìß ñîñåäíèìè áåñêîíå÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè íàçûâàåòñß Ðèìàíîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ñ ìåòðèêîé g =
{
gij
}
.
Åñëè â Ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå äàíà êðèâàß L, ñîåäèíßþùàß òî÷êè P,Q ∈ Ω,
L ⊆ Ω, òî åå äëèíà |L| = ∫
L
n∑
i,j=1
gij(α)dα
idαj.
 5. Ïóñòü En ⊇ Ω, è ìíîãîîáðàçèå Ω îïðåäåëßåòñß ïàðàìåòðàìè
(α1, α2, . . . , αm) = α.
Ðàññìîòðèì íà Ω ôóíäàìåíòàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
(
gij
)
=
(→
ri
→
rj
)
, à òàêæå
ñèñòåìó ÷èñåë:
Γl,ij =
1
2
{
∂gil
∂αj
+
∂gjl
∂αi
− ∂gij
∂αl
}
(2)
ãäå i, j, l ∈ {1, . . . ,m}. Ýòó ñèñòåìó ÷èñåë ìû íàçîâåì ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëß I
ðîäà, è îïðåäåëßþòñß îíè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè îò ðàäèóñ- âåêòîðà r, õàðàêòåðèçó-
þùåãî ïîëîæåíèå â En òî÷êè ìíîãîîáðàçèß α = (α
1, . . . , αm): Γl,ij =
→
rl
→
rij, ãäå
→
rl=
∂
→
r
∂αl
,
→
rij=
∂2
→
r
∂αi∂αj
.
Γl,ij =
1
2
{
∂
∂αj
(
∂
→
r
∂αi
∂
→
r
∂αl
)
+
∂
∂αi
(
∂
→
r
∂αj
∂
→
r
∂αl
)
− ∂
∂αl
(
∂
→
r
∂αi
∂
→
r
∂αj
)}
=
=
1
2
{
∂2
→
r
∂αj∂αi
∂
→
r
∂αl
+
∂
→
r
∂αi
∂2
→
r
∂αl∂αj
+
→
rij
→
rl +
→
rj
→
rli − →ril→rj − →ri→rjl
}
=
→
rij
→
rl,
ò.å. (1) âûïîëíßåòñß.
×èñëà âèäà Γ lij = g
lkΓk,ij áóäåì íàçûâàòü ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëß II ðîäà.
Γ lij =
n∑
k=1
glkΓk,ij, Γ
l
ij =
→
rl · →rij, ãäå
→
rl= glk
→
rk. Íàïîìíèì, ÷òî, íàïðèìåð,
→
rl · →rl = 1,
à ñ îñòàëüíûìè
→
rl · →ri = 0, i 6= l.
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Âàæíîñòü ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëß â òîì, ÷òî ÷åðåç íèõ ìîæíî âûðàçèòü âòîðûå
ïðîèçâîäíûå
→
r : →
rij= Γ
l
ij
→
rl (3)
Óìíîæèì ñêàëßðíî íà
→
rp, òîãäà
→
rij
→
rp=
∑
l
Γ lij
(→
rl
→
rp
)
, ðàâåíñòâî Γ pij =
→
rp
→
rij  âåðíî.
Ïåðåéäåì ê äðóãîé ÑÊ: α −→ αí .
Γl,ij =
1
2
(
∂glj
∂αi
+
∂gli
∂αj
− ∂gij
∂αl
)
=
1
2
(
∂
∂αi
∑
p,q
(
gípq
∂αp
í
∂αl
∂αq
í
∂αj
)
+ . . .
)
,
gípq = g
í
pq (α
1
í
, . . . , αm
í
)
Γl,ij =
m∑
p,q,r=1
Γ íp,qr
∂αp
í
∂αl
∂αq
í
∂αi
∂r
í
∂αj
+
m∑
p,q=1
∂αp
í
∂αl
∂2αq
í
∂αi∂αj
· gípq
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ÷èñåë Êðèñòîôôåëß íå ßâëßåòñß òåíçîðîì. Âîçíèêàåò
âîïðîñ: êàêèì îáðàçîì èõ íóæíî ïîäïðàâèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåíçîðû?
Ðàññìîòðèì
→
a=
m∑
i=1
ai
→
ri.
∂
→
a
∂αj
=
m∑
i=1
(
∂ai
∂αj
→
ri +a
i∂
→
ri
∂αj
)
=
m∑
i=1
(
∂ai
∂αj
→
ri +a
i →rij
)
=
m∑
i=1
(
∂ai
∂αj
→
ri +a
iΓ lij
→
rl
)
=
=
m∑
i=1
(
∂al
∂αj
+
∑
i
aiΓ lij
)
→
rl .
Òî åñòü
∂
∂αj
(∑
i
ai
→
ri
)
=
m∑
l=1
(
∂al
∂αj
+
m∑
i=1
aiΓ lij
)
→
rl . (4)
∂al
∂αj
+ aiΓ lij = ∇jal êîâàðèàíòíàß ïðîèçâîäíàß îò al (ïî îïðåäåëåíèþ).
Ñèñòåìà m2 ôóíêöèé {∇jai} îáðàçóþò òåíçîð, êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (4), êî-
òîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
∂
→
a
∂αj
=
m∑
l=1
(∇jal) →rl
Äðóãàß âàæíàß îñîáåííîñòü ñèìâîëîâ Êðèñòîôåëß â òîì, ÷òî ÷åðåç íèõ ßâíî âû-
ðàæàþòñß ïðîèçâîäíûå îò òåíçîðà.
Ïóñòü A =
(
alk
)
êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð, è
A =
m∑
l,k=1
→
alk
→
rl
→
rk èíâàðèàíòíîå ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå òåíçîðà.
Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
∂
∂αj
A =
m∑
l,k=1
∇j
→
alk
→
rl
→
rk, ãäå ∇jalk = ∂a
lk
∂αj
+
∑
p
Γ kjpa
lp +
∑
q
Γ ljqa
qk.
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Îòìåòèì, ÷òî êîâàðèàíòíàß ïðîèçâîäíàß îò êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà áå-
ðåòñß ïî ôîðìóëå:
∇jal = ∂al
∂αj
− aiΓ ijl (ïî i ñóììèðóåòñß!)
Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷èòàåòñß ÷åòûðåõìåð-
íûì Ðèìàíîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
èãðàåò òåíçîð Ðèìàíà- Êðèñòîôôåëß
Riνλµ =
1
2
{
∂2giµ
∂xν∂xλ
− ∂
2giλ
∂xν∂xµ
− ∂
2gνµ
∂xi∂xλ
+
∂2gνλ
∂xi∂xµ
}
− gρσΓσ,λiΓρ,µν + gρσΓσ,λνΓρ,µi
è ïðîèçâîäíûé îò íåãî òåíçîð Ðè÷÷è
Rνλ = g
iµRiνλµ.
Íàïîìèíàåì, ÷òî ïî ïîâòîðßþùèìñß èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñß ñóììèðîâàíèå. Îñ-
íîâíîå óðàâíåíèå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîëó÷åíî Ä. Ãèëüáåðòîì.
Rik − 1
2
gikR =
8ΠG
c4
Tik
Çäåñü R = Rikg
ik; Tik  òåíçîð ýíåðãèè- èìïóëüñà ìàòåðèè, êîìïîíåíòû êîòîðîãî
âûðàæàþòñß ÷åðåç ïëîòíîñòü, ïîòîêè èìïóëüñà è äðóãèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå
ìàòåðèþ è åå äâèæåíèå; c, Π, Gêîíñòàíòû. c ñêîðîñòü ñâåòà, Gïîñòîßííàß òßãî-
òåíèß.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Í.Êî÷èí. Îñíîâû âåêòîðíîãî è òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèß.
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